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(X, 7) bir topolojik uzay ise bu uzay tizerinde Hausdorff (T ), regller, T;, tam
reguler, normal, Tz 5 ve T, gibi ayirma aksiyomlar: incelenebilir. Eger X bir kiime ve
14, T,, X Uzerinde iki topoloji ise (X, ;,7,)" ye iki topolojili uzay denir. Iki topolojili
uzaylarla ilgili calismalar Kelly(1963) ile baglamistir. (X, 7) i¢in tammlanan ayirma
aksiyomlar1 ve kompaktlik iki topolojili uzaylara da genisletilebilir.

Bu caligmanin amaci, iki topolojili uzaylarda ayirma aksiyomlarin,
aralarindaki iliskiyi ve kompaktlig: incelemektir.

Anahtar K elimeler: ki topolojili uzaylar, ayirma aksiyomlar:
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If (X,7) is a topological space, then the separation axioms such as
Hausdorff(T,), regular, T, completely regular, normal, T s and T, axioms can be
studied. If X isaset, and r; and 7, are two topologieson X, then (X, 1y, ;) iscalled
bitopological space. The study on bitopological space was first undertaken by
Kelly(1963). The separation axioms and compactness defined for (X, t) can also be

extended into bitopological spaces.
The study aims to examine the separation axioms, the relationship between

them and compactness in the bitopological spaces.
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1. GIRIS Nuray GUL

1. GIRIS

Bu tezde; iki noktayi, bir kime ile disindaki herhangi bir noktay: veya ayrik iki
kimeyi, acik kumeleri kullanarak birbirinden aywrmay: tarif eden ve ayirma
aksiyomlar1 olarak da bilinen kavramlarin bazilariin iki topolojili uzaylardaki
genellemeleri incelenmistir. Bu calisma t¢ bolimden olugsmaktadir. Birinci bolum;
calismamizla ilgili olan klasik topolojideki kavram ve teoremlerden olusmaktadir.
ikinci bolumde, iki topolojili uzaylar ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Uglinci
bolumde ise klasik topolojideki bazi ayirma aksiyomlarinin iki topolojili uzaylardaki

genellemesi incelenmistir.

1.1. Temel Tamm ve Ozellikler

Bu bolimde genel olarak topolojik uzaylar hakkinda iyi bilinen temel tamim ve
ozellikleri 6zetlenmistir.
X bir kimeolsun. P(X) = {A: A € X} ailesine X’ in kuvvet kiimesi denir,
T C P(X) vel bir indis kiimesi olsun. Eger,
tho,Xer
t2QHerU,VericinUNVET
tYHerielicinU;etiselU;q;U; ET
kosullart saglanirsa t ailesine X kumesi Uzerinde bir topoloji (X, ) ikilisine bir
topolojik uzay denir.

(X, 1) bir topolojik uzay ve B € 7 olsun. Eger " nun her bir eleman: B’ nin
bir takim elemanlarimin bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa B* ye " nun bir baz
denir. Yani;

a Bt
b) U € tise U, B; olacak sekilde bir {B;:i € I} < B ailesi vardr.
(X,7,) ve (Y,t,) herhangi iki topolojik uzay, f:X — Y bir fonksiyon ve

Xp € X olsun. Y uzayinda f(x,)" in her V¥V komsulugu icin f(U) € V olacak sekilde
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X uzayinda x," 1n bir U komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasnda sureklidir
denir.

(X,7) bir topolojik uzay, x € X ve K <X olsun. En az bir U €t igin
x € U € K olacak sekilde bir U € X kiimesi varsa K kimesine x’ in bir komsulugu
denir. Dolayisiyla x’ i iceren her U €1, x' in bir komsulugu olur. Bu tir

komsuluklara agtk komsuluklar denir.

x’ in butun komsuluklarimin kiimesi;

Kx)={K<X:q3UeT 3 x€EUCK}

x" in bitdn agik komsuluklarinin kiimesi;

Ux)={Uc X:xeU€ert}

dir.

(X, 1) bir topolojik uzay, x € X ve B(x) S U(x) olsun. Eger her U € U(x)
icin x € B € U olacak sekilde bir B € B(x) kimesi varsa B(x) ailesine x noktasin:n
bir lokal baz (komsuluk baz) denir.

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X icin x noktasimin sayilabilir

bir B(x) lokal bazi1 varsa bu topolojik uzaya birinci say:labilir uzay denir.

Bir (X, ) topolojik uzay: sayilabilir bir B bazina sahip ise (X, 7) topolojik
uzayinaikinci say:labilir uzay denir.

X bir topolojik uzay ve N de dogal sayilar kiimesi olsun. Her n € N igin
f(n) =x, olmak lzere f:N — X seklindeki her fonksiyona X uzayinda bir diz

denir.
(X, 1) topolojik uzay, (x,,) bu uzayda bir dizi ve x; € X olsun. Her U € T,

U € Xvexy €Uigin3ng € N vardr ki n = ng ikenx,, € U oluyorsa (x,,) dizs x’

ayakinsyor veya (x,,) dizisinin n — oo igin limiti x, dzr denir.
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Bir ¥ kiUmesi Uzerinde asagidaki Ozellikleri saglayan bir = bagintisina
yonlendirme bagintisi ve Uzerinde bdyle bir baginti tammlanmis olan kimeye
yonlendirilmis kiime denir.

(&) Herg € Xicino = g,
(b) oy =0, veo, = 03 IR0y = 03,
(c) Her gy, 00 EX iGN 0 < 03 Ve 0, = 03 Olacak sekilde bir o; € X vardr.

X bir kiime ve X da herhangi bir yonlendirilmis kiime olsun.

o € Xicin f(n) = x, olmak Uzere her f: £ — X fonksiyonuna X’ de bir ag denir.

Simdi asagidaki ayirma aksiyomlarin: hatirlayalim.

(X, 1) topolojik uzay olsun.

QDVvVx,yeX,x+yicinxeU,y&Uvex¢&V,y €V olacak sekilde U ve V
acik kiimeleri varsa (X, T) topolojik uzayina T; uzay: denir

@QVx,yeX,x+yicin x€U ve y €V olacak sekilde U ve V ayrik acik
kumeleri varsa (X, ) topolojik uzayina Hausdorff uzay denir.
(3) X icinde her F kapali kimesi ve x & F icinx € U ve F € V olacak sekilde U
ve V ayrik agik kiimeleri varsa (X, 7) topolojik uzayinareguler uzay denir.
(4) X icinde her F kapali kimesi ve x € F icin f(x) =0,f(F) =1 olacak
sekilde f: X — [0,1] sUrekli fonksiyonu varsa (X, 1) topolojik uzayina tam
reguler uzay denir.

(5) Tam Regliler ve T; uzaya Tychonoff uzay denir.

(6) X icinde ayrik kapal1 K ve F kimeleri icin K € U ve F = V olacak sekilde U

ve V ayrik agik kiimeleri varsa (X, T) topolojik uzayinanormal uzay denir.

Lemma 1.1.1. Bir (X, 7) topolojik uzayinin regiler olmasi igin gerek ve yeter kosul

her U € T ve her x € U igin,
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olacak sekilde IV € T kiimesinin var olmasidir.

Ispat: (=): (X, 7) regiler uzay, U € t ve x € U olsun. O zaman K = X — U olarak
alirsak x € K ve K kapalidir. Regllerlikten x € V ve K © W olacak sekilde ayrik
acik V ve W kumeleri vardir. VN K = @ olur. Aksi halde y € V ve y € K olacak
sekilde bir y € X vardir. BuiseV N W = @ olmasi ile ¢elisir. O zaman V < U olur.
(=) x¢F ve F kapah olsun. U=X-—F aam. Varsayimdan
x EVEVCUolacak sekilde V agk kimesi vardir. W =X-—V secilirse
XEV,FECW veVNnW = 0 olacak sekilde ayrik agik kimeler vardir. T topolojik
uzay regulerdir.

Asagida normal uzaylarin bilinen bir karakterizasyonu ispatsiz olarak
verilecektir.

Lemma 1.1.2. Bir (X, 7) topolojik uzayinin normal olmasi igin gerek ve yeter kosul

X icindeki her K kapal1 kiimesi ve her K < U agik kimesi igin,

olacak sekilde VV agik kiimesinin olmasidir.

Simdi iki topolojili uzaylarda genellemesini verecegimiz bir teoremi ve
Urysohn lemmasini hatirlayalim.

Teorem 1.1.3. Ikinci sayilabilir ve regiler uzay normaldir.

Ispat: (X, 7) ikinci sayilabilir bir regiiler uzay, B, bu uzayin sayilabilir bir bazi, H ve
K, X’ in ayrik kapali kimeleri olsun. O zaman Vx Ee Higcinx € K olup UNK = @
olacak sekilde x € U € 1 vardrr. Regiilerlikten x € U igin, x EV € V € U olacak
sekilde V € T vardir. B, X’ in bir baz1 oldugundan;
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XEB,SVEVEU

olacak sekilde B, € B vardir. Bu tip kimeleri secerek U ={B,:x € H, B, € B}
ailesini olusturalim. U, H’' nin sayilabilir bir Ortisudir. Ayrica VB, € U igin
B.NK=@ dir. H nin bu o6rtisi sayilabilir oldugundan {U,} seklinde

indekslenehilir. Benzer sekilde K’ min her bir 1, N H = @ olacak sekilde sayilabilir
{V.} acik Ortisiini elde ederiz.

U=uu,veV' =UV,

olsun. O zaman H € U’ ve K < V' dir. n e N igin,

]

v, =, | J7vev v - J@.

n T
i=1 i=1
olsun. n €N igin U, ve V" agiktir. O zaman {U,,' : n € N} ailes H kumesinin,

{V," : n € N} ailesi K kiimesinin agik ortustidur.

U'" = UU“f veV" = UV’lf

nen nen

ise U"NnV" =@ olur. Kabul edelim ki U" nV"” #@® olsun.x €e U" ve x V"
olacak sekilde 3x € X vardir. O zaman 3j,k € N iginx € U; NV, dir. Eger j < k ise
U; tamindan x € U; ve V, tammundan x & U, olur. Bu ise bir celiskidir. Benzer
sekilde j = k icinde gorllir. H € U" oldugunu gosterelim. h € H olsun. O zaman
h € U, olacak sekilde n €N vardr. YrnE€N icin HNV, =0 oldugundan
h¢ ¥V, =>hegV, =V olur. O zaman he U, — U™,V = U, oldugundan h € U"
elde edilir. Benzer sekilde K < V"' olduguda gorlebilir.
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Tamim 1.1.4. DY = {s = % tk,n € N*} kimesinin elemanlarina poztif diyadik say:

denir.

Teorem 1.1.5. (Urysohn Lemma) X topolojik uzayimin normal olmasi igin gerek ve
yeter kosul her ayrik A4,B € X kapali kimeleri icin f(4) = {0} ve f(B) ={1}
olacak sekilde f: X — [0,1] slirekli fonksiyonunun olmasidr.

Ispat: (=): A,B € X kapal1 kimeler ve ANB =@ olsun. U; = X — B dersek U,

kimesi agik ve A € U; olur. Lemma 1.1.2' den;

olacak sekilde bir U, agik kimesi vardir. Ayni distinceyle,

o
[a]
&
N
&
[n]
<
[a]
S
N
=

B =
B3| =

IN

ol
| L3

N

N
S|
N
=

| =

N
S|
N
=

AcSUycU,

In
<

PN

Uy

I\JH—‘
ol w

] =

olacak sekilde Uz, U1, U= agik kimeleri vardir. Bu sekilde devam edilirse,

2 4

cU_«<SU,neNk=12.,2"-1

_k
S—z—n 5= o

A

U

UOQU_O[ oo

olacak sekilde U_k acik kimeleri elde edilir. Simdi,
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kimesini dustinelim. DY diyadik sayilar kimesi [0,1] alt uzayinda yogundur. Ayrica
r,s,t EDYVer <s < ticinU, € U; € U, € U, oldugu aciktrr.

Simdi f: X — [0,1] fonksiyonunu,

B {inf{s EDY:x € U}, {seDY:xeU}=0
fl) = 1, {sEDV:x€U}=0

seklinde tamumlayalim.

Once f(A) = {0} oldugunu gosterdlim. x € A alirssk her s € DY icin x € U,

oldugundan inf{s € DY:x € U.} = 0 olur. Dolayisiyla f(4) = {0} dur.

Simdi f(B) = {1} oldugunu gosterelim. x € B alirssk x ¢ X —B =U; olur.

Buradan her s € DY igin x ¢ U, oldugundan {s € DY:x € U,} = @ olur. Dolayisiyla

f(B) ={1} €elde edilir. Her x € X icin 0 < f(x) =1 oldugu f fonksiyonunun

tammindan aciktir. Simdi £ fonksiyonunun stirekli oldugunu gosterelim. [0,1] alt

uzayinda acik kiimeler [0, b), (a, 1] ve (a, b) bicimindedir.
0<b=1icinf1([0,h)) = {x €X:0 = f(x) < b} dir.

Fraom - | ( U Us)
x€f~1([0,b)) \ SEDY,xE U,

yazilabilir. O zaman £ ~1([0,)) kiimesi aciktir.

0=a<1igin f1((a1]) = €eX:a< f(x) =1} dir. x € f1((a,1])
aalim. O zaman a <r < f(x) olacak sekilde bir » € DY vardir. Bu durumda
U, €U, € Usy Olur. x ¢ U, dir. Gergekten x € U, olsaych f*((a,1]) N U, # @
olurdu. O zaman 3z € X icin a < f(z) =1 ve z € U, olurdu. Buradan f(z) = r
elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Simdi X — U, < f‘l((a,l]) oldugunu gosterelim.
X-U, ¢ *((a1]) olsun. Buradan x' € X —U, ve x' ¢ f*((a 1]) olacak

sekilde bir x” € X noktasi vardir. x" € U, oldugundan x’ & U, dir. Ayrica
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f(x") & (a,1] oldugundan f(x") < a olur. Eger f(x")=1lisca<r< f(x)=1
dir. O zaman f(x") = a oldugundan bir celiski elde edilir. Eger f(x") <1 ise
f(x")=avea<r<1oldugundan x" € U; olur ki bu s < r oldugundan x’ & U,
olmas ile gelisir. O halde x € f*((a,1]) igin x € X — U, < f*((a,1]) olacak
sekilde agik bir X — U, kumesi vardir. Boylece f ' ((a, 1]) kimesi agiktir.
O<a<b<=1liginx€f((ab))adamOzamana <s < f(x) <r<b

olacak sekilde s, » € DY vardir. Bu durumda;

U, € Usy S U, €U,
olur. x € U, — Us < f7((a, b)) olacagindan f ~*((a, b)) kiimesi agiktir.
Bdylece f fonksiyonu sireklidir.

(): F,K<SX kapai1 kimeler ve FNK =0 olsun. Ayrica f(F) =1{0} ve
f(K) = {1} olacak bicimde siirekli f: X — [0,1] fonksiyonu verilmis olsun.

U :{x EX: f(x) <%} :f_l([o’%))

V= {xEX:f(x)>%} :f_l((%,l])

acik kiimelerini alalim. Budurumda F € U, K € V dir. Ayrica

unv = f‘l([o,%)) nf1t ((%,1]) =f1 ([0,%) N (%,1]) =f10)=0

olur. Dolayisiyla X uzayr normaldir.
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2. iKi TOPOLOJILi UZAYLAR

2.1. 1ki Topolojili Uzaylarlailgili Genel Bilgiler

Bu bolumde iki topolojili yap: verilecektir.

Tamim 2.1.1. X, bostan farkli bir kime ve p: X x X — [0,00) donlsimi Vx,y,z € X

icin,

(p1) p(x,x) =0

(P2) p(x, z) =p(x,y) +p(y,2) (Ucgen Esitsizligi)
P) plx,y) =0=>x=y (Ayirma)

P4 p(x,y) =p(.x) (Simetri)

kosullar1 saglamyorsa p’ ye X Uzerinde bir metrik denir. (X, p) ikilisine de metrik
uzay denir. Eger p,

(p1) ve (p2) kosullarim sagliyor ise p’ ye X Uzerinde quasi-pseudo metrik
denir. (X, p) ikilisine de quasi-pseudo metrik uzay denir.

(p1), (p2) ve (p3) kosullar: saglamyorsa p’ ye X Uzerinde quasi-metrik denir.
(X, p) ikilisine de quasi-metrik uzay denir.

(p1), (p2) ve (p4) kosullar1 saglamyorsa p’ ye X Uzerinde pseudo-metrik
denir. (X, p) ikilisine de pseudo metrik uzay denir.

Tanim 2.1.2. p, X kimes Uzerinde quasi-pseudo metrik ve q:X x X — [0,00)

donisuimi Vx, y € X icin,

q(x,y) =py.x)

olarak tammmlansin. Bu durumda q’ ya p’ nin eslenigi adi verilir. X kiimesi Gzerinde

(X,p, q) ile gosterilen bu uzaya da quasi-pseudo metrik uzay denir.
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Sonug 2.1.3. p, quasi-pseudo metrik ve g, p’ nin eslenigi ise ¢ da quasi-pseudo
metriktir.

Ornek 2.14. ¢:Rx R — [0,00), p(x,y) =(y —x)V0 = max{y —x,0} quasi-
pseudo metriktir.

(P1) p(x, x) = max{x —x,0} =0
(p2) p(x,y) = (y — x) V 0 oldugundan;

z—x=plx,z)vey —z = p(z,y)

y—x = pkxz)+plzy)

Eger y <x ise y —x < 0 olur. p(x,z) + p(z,¥), {y —x,0} kimesinin bir
Ust siiridir. Bu kimenin st simirlarimn en kiigiiglh p(x,y) olduguna gore

p(x,y) = p(x,z) +p(zy)olur.
Eger x < yise0 = y — x olacagindan

p(x,y) =0=y—x= p(x,z) +p(zy)

olur.

Tamim 2.1.5. (X, p) metrik uzay, x € X ver > 0 olsun.

S,)={yveX:plky <r}

kimesine x merkedi r yar:capl: ac:k yuvar,

N.(x) =y €EX:p(x,y) =7}

10



2. IKI TOPOLOQJILIi UZAYLAR Nuray GUL

kimesine kapal: yuvar denir. Ozel olarak p metrigine gore acik yuvardan stz

edildiginde S? (x) yazilacaktir. p metrigi ile Uretilen topolojiyi T, ile gogterecegiz ve
7, ={6 EX:x€6G=>3r>035,(x) G}
bigiminde tanumlayacagiz.

Tanim 2.1.6. G € X bir kiime olsun. Eger Vx € G i¢in 5, (x) € G olacak sekilde en

az bir r > 0 reel say1s1 varsa G kimesine z,, topolojisine gore agiktur veya kisaca 7,,-

aciktzr denir.

Sonug 21.7. 7, ={G S X:x €G=3r >03S,(x) =G} ales X Uzerinde bir

topolojidir.

Ispat: 7, ailesinin topoloji olma sartlarini sagladigini gosterelim.

(t)x €O =>3r >03S,(x) € 0 Onermesi dogru oldugundan @ € t,,’ dir.

Vr > 0veVx € X icin S, (x) € X oldugundan X € 7,,’ dir.

(t2) G4,Gy €1, VE X € G; N G, olsun. O zaman 3r = 0 i¢in S, (x) € G, ve 3s > 0

icin S;(x) € Gy’ dir. t = min{r, s} alalim. O zaman
S;(x) €S, (x)NS(x) EG, NG,

olur. O halde G, N G, € T, elde edilir.
(t3) G € 7, vex € UG olsun. O zaman 3¢ € G i¢in x € G’ dir. G < 7, oldugundan

G € 1, dir. Ohalde3r > 0 igin S, (x) < G’ dir.

xEST(x)QGQUQ

11



2. IKI TOPOLOQJILIi UZAYLAR Nuray GUL

oldugundan U G € t,, elde edilir.

Tamm 2.1.8. p ve q, X kiimesi Uzerinde eslenik quasi-pseudo metrikler ve A € X

olsun. y € X icin y’ ninp’ ye gore A kimesine olan uzakl:gz,
p(y,A) = inflp(y,a):a € A}

olarak tammhdir. ¥y’ nin ¢’ ya gbre A kiimesine olan uzaklig1 da benzer sekilde

tanmlanur.

Lemma 2.1.9. p ve q, X kimesi Uzerinde eslenik quasi-pseudo metrikler ve A € X
olsun. O halde x,y € X igin p(y,4) = p(y,x) + p(x, A) olur. p’ nin g eslenigi
icinde benzer esitsizlik yazilabilir.

Teorem 2.1.10. B = {S?(x):x € X,r > 0} ailesi X Uzerinde z, topolojisi icin bir

bazdir.

Sonug 2.1.11. (X, p, q) quasi-pseudo metrik uzay ise t, ile T, birbirinden farkl: iki

topoloji olur.

Ornek 2.1.12. p, Ornek 2.1.4’ deki quasi pseudo metrik olsun. p ile eslenigi g’ nun
belirledigi topolojileri bulalim. £ > 0 ve x € R igin,

SP)=(eRpxy)<si={yeERy—x<sc}=(—0x+5¢)
elde edilir. Buradan {(—o, a):a € R} ailesi p’ nin Urettigi,

fp = {(—DO,CI):& € R} U {@; R}

12
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topolojisi igin bir bazdir. Benzer sekilde;

Sl = eERqxy) <sl=yeERx—y<c}=(x—g )

elde edilir. Buradan {(b, ©): b € R} ailesi ¢’ nun Urettigi,

r, = {(b,):b € R} U {0, R}

topolojisi icin bir baz olur.

Tanmim 2.1.13. T; € 1, ise 1, topolojisine 7, topolojisnden daha kabad:r ya da t,

topolojisi T, topolojisinden daha incedir denir.

Tamim 2.1.14. P ve Q, X Uzerinde tanimlanmus keyfi iki topoloji olsun. X uzayi iki
topolojili uzay olarak adlandirilir. (X, P, Q) ile gosterilir.

Ornek 2.1.15. p, quasi-pseudo metrik ise {S, (x):x € X,r > 0} ailesi X Uzerindeki
bir topoloji igin bir bazdir. Urettigi topoloji 7, olsun. g, p’ nin eslenigi oldugundan
q, quasi-pseudo metriginin Urettigi topoloji 7,," den farkl: bir topolojidir. Bu topoloji

74 IS8 (X, 7, T4) iKi topolojili uzay olur.

Sonug 2.1.16. Her quasi-pseudo metrik iki topolojili uzay Uretir.

Ornek 2.1.17. Ornek 2.1.4’ deki p, quasi-pseudo metriginin Urettigi topolojiyi s ve
p’ nin eslenigi ¢’ nun Urettigi topolojiyi t ile gosterirsek bunlardan olusan iki

topolojili yap1 (R, s, t) olur.

Tanim 2.1.18. (X, P, Q) iki topolojili uzayr verilsin. Eger ? =7, ve @ = 7, (p ve(q

eslenik) olacak sekilde bir p, quasi-pseudo metrigi varsa (X, P, Q) iki topolojili

13
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uzayina quasi-pseudo metriklenebilirdir denir. Quasi metriklenebilme benzer sekilde
tanimlanabilir.

Ornek 2.1.19. (R, s, t) uzay1 quasi-pseudo metriklenebilirdir. Ornek 2.1.4 deki

quasi-pseudo metrik p ve eslenigi q dikkate aimirsas = 7, ve t = 7, olur.

14
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3. iKi TOPOLOJILi UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSIYOMLARI

Bu bolimde Topolojik uzaylardaki bazi ayirma aksiyomlarinin ve iyi bilinen
Urysohn lemma ile Urysohn metriklenebilme teoremlerinin iki topolojili uzaylardaki

genellemeleri Uzerinde durulacaktir.

3.1. iki Topolojili Uzaylarda Bazi Ayirma Aksiyomlari

Iki topolojili uzaylarda baz1 ayirma aksiyomlarinin genel tanim ve 6zellikleri

verilecektir.

Tanim 3.1.1. (X,P,Q) iki topolojili uzay olsun. Vx € X noktasimn Q-kapali
kumelerden olusan bir P-komsuluk bazi varsa P, Q' ya gore pairwise reguler denir.
P, @ yagore pairwise regller ve Q, P’ ye gore pairwise regiler ise (X, P, Q)

iki topolojili uzayina pairwise reguler denir.

Ornek 3.1.2. Ornek 2.1.4 deki (R, s, t) iki topolojili uzay: pairwise reguler uzaydr.
Gergekten Vx € X noktasi icin; Ornek 2.1.12’ de goterildigi gibi,
By, = {[x + &,+): & > 0} 1,-kapal1 7,-komsuluklar bazi ve

By = {(—o0,x —¢]:e > 0} ailesi dex’ in t,-kapal1 7,,-komsuluklar bazidir.

Onerme 3.1.3. (X,P,Q) iki topolojili uzay: verilsin. 7’ nin Q' ya gore pairwise
reguler olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi bir x € X icin K, P-kapali ve
x & K oldugundax € U ve K € V olacak sekilde U € P veV € Q ayrik kiimelerinin

var olmasidir.

Ispat: (=): (X,P,Q) pairwise regiiler iki topolojili uzay, x € X, x € K ve K, P-
kapal1 kiime olsun. O zaman (X — K) €P ve x € (X —K)' dir. Varsayimdan

15
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x €T < (X — K) olacak sekilde bir 9-kapali P-komsulugu T vardir. T, P-komsuluk

oldugundan,

xXEUETES(X-K)

olacak sekilde bir U e P vardir. Ohalde K € (X —T),xe€ U, UeP, (X —-T)€EQ
veUN (X —T)=@ dir.

(=):x e X veU, kimesi x’ in bir P-komsulugu olsun. x € U < U, olacak sekilde
U e P vardir. (X — U) kiimesi P-kapalidir. O zaman x € G ve (X — U) € H olacak
sekilde G € P ve H € Q ayrik kimeleri vardir.

xEGEX-H)cUCU,
oldugundan (X —H) kumesi x’ in Q-kapali P-komsulugudur. Dolayisiyla x
noktasimin Q-kapali kimelerden olusan bir P-komsulugu vardir. O halde P, Q' ya
gore pairwise regulerdir.
Ornek 3.1.4. P ayrik olmayan topolojik uzay, Q ayrik topolojik uzay olmak lizere
(X,P,Q) iki topolojili uzay1 pairwise regilerdir. Vx € X icin {X} ales x’ in P-
kapal1 Q-komsuluklar bazi ve ayrica Q-kapal1 P-komsuluklar bazidir.
Tamim 3.1.5. (X, P, Q) iki topolojili uzay olsun. x # y olan Vx,y € X igin,

xeUye&UveyeV,x &V

olacak sekilde U e P ve V€ Q kimeleri varsa (X,P,Q) iki topolojili uzayina

pairwise T; uzay denir.

16
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Ornek 3.1.6. Ornek 2.1.4' deki (R, s, t) iki topolojili uzayr pairwise T, uzaydr.
x#yolan Vx,y€X icin x <y ise x € (—oo,y), y & (—,y) ve y € (x, +m),
x & (x,+) olacak bicimde (—o0,y) € s ve (x,+o0) € t kimeleri vardir. y < x

durumu icin de benzer sekilde gosterilebilir.

Ornek 3.1.7. P ayrik topolojik uzay, Q ayrik olmayan topolojik uzay ve |x| = 2
olmak uzere (X, P, Q) iki topolojili uzay: pairwise T; degildir. x,y € X ve x # y
olsun. Ayrik olmayan topolojik uzay da x’ i bulunduran tek agik kime X’ dir ve

y € X oldugundan (X, P, Q) iki topolojili uzay: pairwise T; degildir.

Onerme 3.1.8. (X, P, Q) iki topolojili uzayinin pairwise T, olmasi igin gerek ve yeter

kosul (X, P) ve (X, Q) topolojik uzaylarimin T; olmasidir.

Ispat: (=): (X, P, Q) iki topolojili uzay: pairwise T; olsun. O zaman x # y olacak
sekildeki x,y € X icin x € Uy, y & U; ve x €V, y € V,0lacak sekilde U; € P ve
V; €Q vardir. Benzer sekilde x € U,, y €U, ve x €V,, y &V, olacak sekilde

U, € PveV, € Q vardir. O halde,

xeU,y&U,vex & U, yeU,

olacak sekilde U;,U, € P vardir. Dolayisiyla (X, P) topolojik uzay: bir T; uzaydr.
Benzer sekilde (X, Q) topolojik uzayinin da T; oldugu gorulehbilir.

(&=): (X, P) ve (X, Q) topolojik uzaylar: T; olsun. O zaman x = y olacak sekildeki
x,y € X noktalarim dustinelim. O zaman x € Uy, vy € U; ve x € U,, y € U, olacak
sekilde U, U, € P vardir. Benzer sekilde x € V;, y € V; ve x € V,,, y €V, olacak
sekilde V;, V, € Q vardir. Buradan,

xeU,yeUvex&V,,yeV,

17
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olacak sekilde U; € P ve V, € Q elde edilir. O halde (X, P, Q) iki topolojili uzay:

pairwise T; " dir.

Tamim 3.1.9. (X, P, Q) iki topolojili uzay olsun. x = y olan Vx,y € X icin x € U ve
y €V olacak sekilde U € P ve V € Q ayrik kimeleri varsa (X, P, Q) iki topolojili

uzayina pairwise Hausdorff uzay denir.
Ornek 3.1.10. Ornek 2.1.4 deki (R,s,t) iki topolojili uzay: pairwise Hausdorff

uzaydr.

Ornek 3.1.11. P ayrik topoloji, Q ayrik olmayan topoloji olmak lzere (X, P, Q) iki
topolojili uzay: pairwise Hausdorff degildir.

Onerme 3.1.12. (X, P, Q) pairwise Hausdorff ise (X, P) ve (X, Q) topolojik uzaylar:
T, dir.

Ispat: (X,P,Q) pairwise Hausdorff, x = y ve x,y €X olsun. x € U; ve y €V,
olacak sekilde U, € P ve V, € Q ayrik kiimeleri vardir. Benzer sekilde y € U, ve
x €V, olacak sekilde U, € P ve V, € Q ayrik kimeleri vardir. O halde x € Uy,
y¢&U, ve x¢&U, y€U, olacak sekilde U, U, € Pvar oldugundan (X,7P)
topolojik uzay1 T;' dir. Benzer sekilde (X, Q) topolojik uzayinin da 7; oldugu
goserilebilir.

Onerme 3.1.13. Bir X kuimesi Uzerindeki p ve q eslenik quasi-pseudo metriklerinin
quasi metrik olmasi icin gerek ve yeter kosul (X,7,,7,) iki topolojili uzayimn

pairwise Hausdorff olmasidhir.

Ispat: (=): p ve q eslenik quasi-pseudo metrikler, x,y € X ve x # y olsun. O

zaman p(x, y) = e olacak sekilde = > 0 gercgel sayisi vardir. Buradan
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B, (x,%) € 1, B, (y, %) €t ,ve B, (x, g) N By (y, %) =0

olur. Gergekten B, (x, Z) N B, (y, Z) + @ olsun. O zaman 3z € X icin,

z €B, (x,g) N B, (y,g) dir. Buradan p(x,2) <§ ve q(y,z) =p(zy) <§
oldugundan p(x,y) < p(x,z) + p(z,y) < Z-l-z = celdeedilir. Buise p(x,y) = ¢
olmasi ile gelisir.
(=):x,y EX vex #yolsun. (X,1,,7,) pairwise Hausdorff oldugundan uygun bir
e > 0iginy & B,(x,¢) olur. O halde p(x,y) # 0’ dir. Dolayisiyla p, quasi metriktir.
Benzer sekilde ¢’ nun da quasi metrik oldugu gorulur.

(X, P, Q) iki topolojili uzayimn pairwise Hausdorff olmasi (X,P) ve (X, Q)

topolojik uzaylarimn Hausdorff olmasin gerektirmez.

Ornek 3.1.14. X = R, P, ayrik topoloji ve Q, sonlu timleyenler topolojisi olmak
Uzere (R,P,Q) pairwise Hausdorfftur. Gergekten x = y, x,y € R olsun. x € {x},
yE(R—{x}), (x}eP ve (R—{x})€Q olup {x}n (R — {x}) = @ oldugundan
(R, P, Q) pairwise Hausdorfftur. Ancak (X, Q) Hausdorff degildir. (X, Q) Hausdorff
olsun. x = y, x,y € Rigin x € U ve y € V olacak sekilde U,V € Q ayrik kimeleri
vardir. U NV = @ oldugundan U < (R — V)’ dir. U, sonsuz, (R —V) sonlu kime
oldugundan celiski elde edilir. (R, Q) Hausdorff degildir.

Tamim 3.1.15. (X, P, Q) iki topolojili uzay: verilsin. H ve K sirasiyla X’ in P-kapali
ve Q-kapali ayrik alt kimeleri verildiginde H €V ve K € U olacak sekilde U € P
ve V € @ ayrik kimeleri varsa (X,P,Q) iki topolojili uzayina pairwise normal

denir.
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Ornek 3.1.16. Ornek 2.1.4 deki (R,s t) iki topolojili uzayr pairwise
normaldir. (R, s,t) iki topolojili uzayinda a.b € R i¢in [a, o) kimesi s-kapali,
(—oo, b] kiimesi t-kapal1 ve [a, o) N (—oo, b] = @ olsun. O zaman,

b

[a, ) € (%oo) ve (—oo, b] < (_mi%b)

at+b

olacek sekilde ayrik (—oo,“zi*) €s ve (T,oo) €t kimeleri vardir. O halde

(R, s, t) iki topolojili uzay1 pairwise normaldir.

Ornek 3.1.17. Bir @ = X kumesi lizerinde U ayrik topoloji ve V herhangi bir topoloji
olsun. O zaman (X, U, V) pairwise normaldir. Gergekten H, U-kapali, K, V-kapal1 ve
HNK=0ise HSE X —K ve K €K olacak bicimde ayrik X — K€V ve K€U

kumeleri vardir.

Onerme 3.1.18. (X, P, Q) iki topolojili uzayin pairwise normal olmas igin gerek

ve yeter kosul H, Q-kapali, U € P ve H € U iken,

olacak sekildeV € P ve K, Q-kapali kimelerinin olmasidir.

Ispat: (=):(X,P,Q) pairwise normal, H, Q-kapali, U €P ve H = U olsun.
(X —U), P-kapal1 ve HN(X —U) = @ oldugundan H SG, (X—-U)<SV ve
GNV =0 olacak sekilde G € P ve Q-kapali (X —V) kimesi vardir. Ayrica
H € G < (X —V) < U oldugundan istenen saglanmus olur.

(e=):H, P-kapali, K, Q-kapaive HNK =@olsun. (X —H)EPveK < (X —H)

oldugundan,
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KSUSF<S (X—H)

olacak sekilde U € P ve F, Q-kapal1 kimeleri vardir. K €U, H < (X —F), U EP

ve (X — F) € Q oldugundan (X, P, Q) pairwise normaldir.

Tamim 3.1.19. (X, P, Q) iki topolojili uzay: ve f: X — R fonksiyonu verilsin. Eger
a € Rigin f*((a,»)) ={x € X: f(x) > a} € P oluyorsa f* ye P-alt yar: siirekli
fonksiyon denir. Eger a € Rigin f1((—,a)) = {x € X: f(x) < a} € P oluyorsa

f’ ye P-Ust yar: surekli fonksiyon denir.

Ornek 3.1.20. (X, P, Q) herhangi iki topolojili uzay ve c € R olmak lizere f(x) = ¢
olsun. O zaman f fonksiyonu P-alt yar:1 stirekli ve P-Ust yar1 streklidir.

Asagidaki teorem Urysohn lemma mn iki topolojili uzaylardaki
genellemesidir.

Teorem 3.1.21. (X, P, Q) iki topolojili uzayinin pairwise normal olmast igin gerek ve
yeter kosul H, P-kapali ve K, Q-kapali ayrik kimeleri icin asagidaki kosullar
saglayan bir g: X — [0,1] fonksiyonunun var olmasidir.

(@ g(K) = {03 ve g(H) = {1}

(b) g, P — list yar1 stirekli ve @ — alt yan sireklidir.

Ispat: (=): Kabul edelim ki (X, P, Q) iki topolojili uzay: pairwise normal olsun. H,
P-kapal1 ve K, Q-kapal1 ayrik kimeler olsunlar. K, = G ve G; = (X — H) olarak
alalim. Bu durumda K,, Q-kapali, G,, P-acik ve K, € G; olur. (X,P,Q) pairwise
normal oldugundan K, < G% c K% C G, olacak sekilde G%, P-acik ve Kﬁ’ Q-kapali

kumeleri vardir. K, G1 ve K1, G; kimelerine ayni islem devam ettirilirse;

2 2
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olacak sekilde G, Gz, P-acik, K1, K=, Q-kapali kimeleri vardir. Bu isleme devam

edildiginde g € N olmak Uzere;

p=12,..,29 —1icin (Ks)sz% , @-kapal
2
p=12..,29 —1icin (Gs)5=£q: P-acik
Z

kumelerini elde ederiz. Eger s baska bir diyadik say1 ise,

(@, s < 0ise _{@,Sioise
KS_{X; s=1lise '° Gs = X, s > lise

olsun. Budurumdar < s < ticinK, < G, € K, < G, olur. g: X — [0,1] fonksiyonu

_ (inf{t:x € G}, {t:xeG}+0
g@) = { 1, diger durumda

olarak tammlansin.

(@) Eger x EK = Ky icin g(x) = inf{t:x € G, =0o0lu.xEHisex & (X — H)
dir. O zaman Vt icin x & G,’ dir. {t: x € G,} = @ oldugundan g(x) = 1’ dir. O halde
g(K) = {0} ve g(H) = {1} dir.

(b)0 < a=1 icin g_l([l},a)) ={x €EX:g(x) < a} oldugundan t<a =1 ve
x € G, olacak sekilde 3t vardir. Dolayisiyla g7 ([0,@)) = U;<e G, € P olur. O

halde P-Ust yar1 sureklidir.
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O<a=hbicing(x)>aolsun.t <aisex & G, dir.Ozaman3dr < ticinx & K,’
dir. x € (X —K,) oldugundan x € (X —K,) € g '((«,1]) olur. Bu nedenle
9~ 1((a, 1] € Q' dur. O halde g, Q-alt yar: siireklidir.

(=) HNnK =@ olacak sekilde H, P-kapali, K, Q-kapali kimeler olsunlar.
g(K) ={0} ve g(H) ={1} olacak sekilde P-Ust yar1 sirekli, Q-alt yar1 sirekli

g:X - [0,1] fonksiyonunu aam. g, P-Ust yann surekli oldugundan

U=g"1 ([Og)) = {x EX:glx) < %} € P’ dir ve K € U olur. g, Q-alt yar1 sirekli

oldugundan vV = g1 (Gl]) = {x €EX:g(x) > %} € Q' dur ve H €V olur. Ayrica

UnV = @oldugundan (X, P, Q) iki topolojili uzay: pairwise normaldir.

Tamm 3.1.22. (X, P, Q) iki topolojili uzay olsun. Eger P ve @' nun sayilabilir birer
bazi varsa (X, P, Q) iki topolojili uzayinaikinci say:labilir denir.

Lemma 3.1.23. ikinci sayilabilir ve pairwise regiiler bir iki topolojili uzay pairwise

normaldir.

Ispat: (X,P,Q) iki topolojili uzay: ikinci sayilabilir ve pairwise regiiler olsun. O

zaman P ve Q' nun her ikisininde sayilabilir bazlar: vardr.
By = {P;:n EN}veB, = {Q,:n € N}

srasiyla P ve Q icin sayilabilir bazlar olsunlar. F, P-kapal, K, Q-kapal ve

FNnK = @olsun. (X, P, Q) parwise regller oldugundan x € F ise,
x € Q¥ S clp(Q) € (X —K)

olacak sekilde Q; € By kimesi vardir. Aymi sekilde y € K ise,
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yEP Scly(P))<S (X —F)

olacak sekilde P € B, kiimesi vardir.

y ePisey & X — P olup,

P cly PHecp)

olacak sekilde ), € By kiimesi vardir. Benzer sekilde,

m S clp(Qm) & 2n

olacak sekilde @5, € By kimesi vardr.

Boyle devam edilirse G = {P):y € K} ailes ile K’ min bir P-agk ortisii ve
H ={QF:x € F} dilesi ile F’ nin bir Q-agik ortiisii elde edilmis olur. G = B, ve
H < By oldugundan G ve 7€ ailesi sayilabilirdir. Bu ortuler icin yeni bir indeksleme
yapilirsa, {P,,:m € N}, K’ y1 6rten ve G’ nin elemanlarindan olusan sayilabilir bir
aile ve {Q,,,: m € N}, F’ yi Orten ve " nin elemanlarindan olusan sayilabilir bir aile

olur.
O = (@ — Upzm(clyg (P))) ve Py, = (P, — Uz (clp(Q)))

olarak tanimlansin.
U= UmENPr:L vel = UmEN Q:ﬂ

olsun. UNV =@ dir. Bunu kanitlamak i¢cin U NV = @ oldugunu varsayalim. O
zaman 3Jz€X icin z€U ve ze€V olu. U ve V' nin tammindan
dmy €EN; z€ P, ve Ing €N; z €Q, ° dir. P, ve @ tammindan z € P, ,

Z & Ugzm, Clp(Qr) Ve z €Q, , Z & Upzy, clo(P) olur. Buradan Yk <my igin
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z & clp(Qy), Vk = ng icin z & cly(Py) elde edilir. Eger my < ng ise z & clg(Py,,)
olur ki z € Py, olmasi ile celisir. Eger ng < my ise z & clp(Qy,,) olur ki z € 9,
olmasi ile gelisir. Ozaman U NV = @' dir. Simdi F € V oldugunu gosterelim. x € F
ise x € @, olacak sekilde m € N vardir. k = m icin clg(P,) < (X — F) oldugundan

x & cly(P) olur. O halde x € V olur. Benzer sekilde K € U oldugu gorulur.

Teorem 3.1.24. (X, P, Q@) iki topolojili uzay: ikinci sayilabilir ve pairwise reguler ise

quasi pseudo metriklenebilirdir.

Ispat: (X,P,Q) iki topolojili uzay: ikinci sayilabilir ise P ve Q' nun sayilabilir

bazlar: vardr.
Bp = {B,:n EN} veB, = {Q,;:n € N}

srasiyla P ve @ icin sayilabilir bazlar olsunlar. (X, P, Q) pairwise regiler ve By, P

icin baz oldugundan her bir P, ve Vx € B, igin,
x € B, Scly(B,) €F,

olacak sekilde bir B,, € Bp kiimesi vardir. By sayilabilir bazinin (P,,, P,,) seklinde
olusturulan sirali  ciftlerinin - ¢ly(B,) < P, kosulunu saglayanlart  yeniden
{(PW,”{,Pm\{)}ker%I seklinde indeksleyelim. k = 1,2, ... igin Sy, = By, T, = B, olsun.
Lemma 3.1.23' ten (X, P, Q) iki topolojili uzay: pairwise normaldir. Teorem 3.1.21’

den Vk € N igin,

9i (clg(5) = (0} ve g (X — T,.) = {13

olacak sekilde P-ust yar1 siirekli, Q-alt yar1 sirekli g,: X — [0,1] fonksiyonu vardir.

x,y € Xicin,
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{93 — g (I} =max{0, g (y) — g ()}

olmak Uzere;
0 =pu ) = Y (5) 00 —geOY

fonksiyonunu tammlayalim. h?* = p, bir quasi-pseudo metriktir.

(p1) Vx € X icin {g,.(¥) — g5 (x)}" = {0} oldugundan p, (x, x) = 0 olur.
(p2) x,y,z € X igin,

9@ — g, () = {gx(@ — gx ()} ve g () — 9 (@ = {gx ) — g D}
esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak;
) — 9 () = (g () — g (@D} + {gr(2) — g (O}"
elde edilir. {g,, () — g, ()} = max{0, g,.(y) — g (x)} oldugundan;
{9x () — 9 O} = {9 () — 9@} + {gx(@) — g (}*

olur. Buradan p; (x,y) = py(x,2) + p;(z,y) elde edilir.

Once sabit bir x € X icin hY*(y) fonksiyonunun y’ ye gore P-Ust yar1 sirekli
oldugunu kanitlayalim. Bunun icin 0 < a <1 olmak Uzere (hﬁl)_l([o,a)) EP
oldugunu gostermek yeterlidir. y e(h}ji)_l([o,a)) alalim. O zaman gx(y) = 0
olacak bicimde bir P-Ust yari sirekli ve Q-alt yari sirekli g,:X —[0,1]

fonksiyonunun oldugunu biliyoruz. O zamany € g;1([0,a))’ dir. Ayrica,
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g7([0,@)) < (hP*) " ([0,0))

olur. g, P-Ust yar1 sirekli oldugundan, g;*([0,a)) € P’ dir. Buradan y,
(h}jl)_l([o,a)) kimesi icin P vye gore bir ic noktass olur. O zaman
(h}jl)_l([o,a)) € P’ dir. O halde h2* fonksiyonu P-iist yar1 siireklidir. Simdi de
sabit bir x € X icin hY* fonksiyonunun y’ ye gére Q-alt yari sirekli oldugunu
gosterelim.0 < a < 1 olmak lizere y € (hﬁl)_l((a,l]) aalim. O zaman g, (y) = 1
olacak bicimde P-Ust yar: sirekli ve Q-alt yar1 slrekli g,:X — [0,1] fonksiyonu

bulunabilir. a = b ve g,(x) + b < 1 olacak bigimde bir b € R sayisi segelim. Bu
durumda,

y € 9 (ge (@) + b,11) < (h*) " ((a,1])

elde edilir. O zaman (hﬁl)_l((a,l]) € Q' dur. O halde h* fonksiyonu Q-alt yar:

sireklidir. x,y € X igin,

o

K00 = o) = Y (D) 00— 0o

k=1

fonksiyonunu taimlayalim. q;, p, Quasi-pseudo metriginin eslenigidir. hI*
fonksiyonunun Q-iist yar: siirekli ve P-alt yar: siirekli oldugu h2* fonksiyonuna
benzer olarak gosterilebilir. quasi-pseudo metrik p; ile q;’ in Urettigi topolojiler

srasiyla 7, ve 7, olsun. O zaman P =7

— P H )
», V& T, € Q oOlur. hy* fonksiyonu y’ ye

gore P-Ust yar1 strekli oldugundan;

SPr(x) = {y € X:py(x,y) < a} = (h?*) " ([0,@)) € P
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olur. Boylece 7,, < P eldeedilir. Tersine G € P vex € G isg,
X € By, Sclpg(Py,) € P,

olacak bicimde bir k € N* sayisimin bulunabildigini biliyoruz. Ayrica S = B,,, ve

T.FC — Pnk |%,

9i (clo(5)) = {0} ve g (X — T) = {13

olacak bicimde P-ust yar1 sirekli ve Q-alt yar1 sirekli fonksiyonu g, vardir. Stz

konusu k € N* icin,

s?’ll (x) €G

@)

olur. Gergekteny € ¥, (x) ise,

2

G)k 1900 = gx (I} =pr(@y) < G)k ve{g,(y) —g: (0} <1

dir. x € 9 — cl(Sy) oldugundan g, (x) = 0’ dir. O zaman g, (y) = 1’ dir. Buradan
y €T, < G elde edilir. O halde G € 7,,_ olur. Ve > 0 igin S7*(x) € 7, oldugundan
74, € Q elde edilir.

Simdi @' nun By = {Q,:n € N} bazina aym metod uygulanirsa (X, P, Q) pairwise

reguiler ve By, Q icin baz oldugundan V@,, € By ve Vx € Q,, igGin,

X € Qm = CI?(Qm) = Qﬂ, <G
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olacak sekilde Q,, € By kumesi vardr. cls(Q,,) € Q, kosulunu saglayan
{(Qmy @)}, ., @ilesi tekrardan k € N iGin Ry = Qy,, Fie = Qy, Olacak bigimde

indekslenirse fi.(clp(Ry)) =1, fo(X —F,) =0 olacak bicimde f,, P-at yari
strekli, Q-ust yar1 siirekli f;.: X — [0,1] fonksiyonu bulunabilir.

x,y €EXicin{fi ) — fi ()} = maxx,yEX{OJ{fk(y) — fr (x)}} olmak Uzere;

o]

R20) = mate) = 3 (3) 10) — ey

k=1

fonksiyonunu tammlayalim.

Sabit bir x € X igin h22(y) fonksiyonu y’ ye gore P-alt yar1 sirekli ve Q-iist yar:
sureklidir. g,, p," nin eglenigi olarak tammlanrsa @ = 7, ve 7,,, € Q oldugu benzer
sekilde gogterilebilir.

Vx,y €X igin p3Cx,y) =pi(xy) +p(ny) Ve qz(xy) = qi(xy) +q2(xy)

olsun. p;, quasi-pseudo metriktir ve gz, ps’ Un eslenigidir.

Tpa - Tpl\/'l'.pz
oldugunu gosterelim. 7, V7, , bazi {U; N U,:U; € 7, ,U, € 7,,_} olan topolojidir.
Aynicat, <1, VeT,, <1, olur.

G €T, Ve x €EG olsun. 3e > 0;X € SP*(x) € G = SP*(x) N SF2(x) < S3(x) ve

2 2

SEr(x) N SP2(x) € 7p,V7p, Oldugundan G € 7, VT, olur. Tersine G € 7, Vr,,, ve

z 2

X €Gisex €U NU, €G olacak sekilde Uy € 7,,, ve U, € 1, vardir. O zaman
Jeq, 8y > 0;x € SPH(x) S Uy ve x €S2(X) S Uy dir. 1= minfey, e,} alimrsa

52 (x0) € SE(x) N SE2(x) S Uy N U, S G elde edilir.
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P =1p, oldugunu gosterelim. p; =p; +p, oldugundan 7,, =1, V71, olur.

T,. SPveP =1

Py S », Oldugundant,, =17, = P olur.

Q = 14, Oldugunu gosterelim. q3 = q; +q, iken 75, =74, V7, Olur. 7, SQ ve
Q

= Tgq, oldugundan Tg, =Tq, = Q elde edilir.
Onerme 3.1.25. (X, p, q) bir quasi-pseudo metrik uzay olsun. Vx € X ve k > 0 igin
yeXiplx,y) <k}ve{x € X:p(x,y) > k}, ,-a¢K, {x € X:p(x,y) < k}, t,-a¢ik

vef{y € X:p(x,y) = kJ, 7,-kapali kimelerdir.

Ispat: G ={y € X:p(x,y) <k} olsun. y €G igin r =k —p(x,y) > 0 olacak
sekilde r = 0 sayisim segelim. O zaman S2(y) € G’ dir. z € 52 (y) olsun. O halde
p(y,z) <7 dir. p(x,2) <=plx,y) +p(y,z) <plx,y) +k—ple,y) =k=>z€ G
dir.

H={yeX:p(x,y) =k} olsun. y € (X —H) olsun. r =p(x,y) —k > 0 olacak
sekilde r = 0 sayisini segelim. O zaman S (y) € (X — H)' dir. z € S (y) olsun. O
zaman q(y,z) = p(z,y) < r’ dir.

p(x,y) =p(x,2) +p(z,y) <plx,z) +plx,y) —k oldugunda k <p(x,z) elde
edilir. O halde z € (X — H) olur. Boylece (X — H), 7,-a¢ik oldugundan H, 7,-kapal1

olur.

F={x€eX:p(x,y) =k} olsun. x EF icin r =p(x,y) —k > 0 olacak sekilde

r > 0 sayisim segelim. z € SP(x) ise p(x, z) < v’ dir.
pr,y) =p(x,2) +p(zy) <plx,y) —k +p(zy) =2k <p(z,y)=>z€F

O halde Vx € F icin B, (x,r) < F oldugundan F, =,,-agiktir.
K={xeX:p(x,y) <k} olsun. x €K icin »r =k —p(x,y) > 0 olacak sekilde

r > 0 sayisim segelim. z € B, (x, 1) ise q(x,z) = p(z,x) < r’ dir.
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p(z,y) =plz,x) +p(xy) <k —pxy) +p(x,y) > pzy) <k

oldugundan z € K elde edilir. O halde Vx € K igin S7(x) € K oldugundan K, 7,-

aciktr.

Onerme 3.1.26. (X, T, Tq), X Uzerinde p ve q eslenik quasi-pseudo metriklerle
olusturulan iki topolojili uzay olsun. Bu durumda;

(i) Sabit bir xy € X noktas igin p,, = p(xo,y) fonksiyonu y' ye gore ,,-Ust yar:
surekli, 7,-alt yar: sireklidir.

(ii) Sabit bir y, € X noktasi icin g, = p(x,¥p) fonksiyonu x’ e gore 7,-alt yar

surekli, 7,-Ust yar: sureklidir.

Ispat: (i) {y €EX:p,,(¥) < k} ={y € X:p(x0,¥) < k} € 1, oldugundan p,, T,-Ust
yar1 sureklidir.
{y EX:p,, () = kl=x—-{yex: Pe, V) = k}=X—{yeX:pxoy) =k} €T,

oldugundan p,., T,-alt yar1 sireklidir.

(i) {x € X: qy, (%) < k} ={x €X:q(x,¥0) < k} € 7, oldugundan q,,, t,-Ust yar
slreklidir.
{x € X:q,,(x) > k} ={x €X:q(x,y) > k} €7, oldugundan q,, T1,-dt yar
slreklidir.

Onerme 3.1.27. T, Ve 1, srasiyla p ve q eslenik quasi-pseudo metrikleri ile
olusturulan quasi-pseudo metrik topolojileri olsun.
(1) (X, 7, 74) pairwise regulerdir.

(i) (X, Ty, 74) pairwise normaldir.

Ispat: (i) x € X ve G, x in 7,,-komsulugu olsun. O zaman 3r > 0 igin,
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xESE(X)EG

dir. k<r olacsk sekilde k>0 secilirse x €Sy (x) ESP(x)SG olur.
H={y € X:p(x,y) =k}, t,-kapal ve x € S} (x) €H <57 (x) ©G oldugundan
x" in her 7,,-komsulugunun z,-kapal1 bir komsuluklar bazi vardir. O halde 7, z,’ ya
gore pairwise regulerdir. Benzer sekilde 7,” nun da t,’ ye gore pairwise regiler

oldugu goraltr. (X, t,, 7,) pairwise regllerdir.

(i) FHEX, FNH=0, F, t,-kapali ve H, t,-kapali kimeler olsunlar. Bu

durumda,
xEFopx,F)=0vex€cEH < q(x,H)=0

oldugunu biliyoruz. @) zaman F={yeX:p(y,F) =0} ve
H={yeX:q(y,H) =0} dur. U={x €X:p(x,F) < q(x,H)} ve
V={xeX:qx H) <p(xF)} olsun. O zaman F €U ve H €V’ dir. Ayrica
UnNnV =@ dir. UnV =@ olsun. 3xe UNV i¢in x € U ve x € V olur. O halde
p(x,F) < q(x,H) ve q(x,H) <p(x,F) olur ki bu bir celiskidir. Simdi U €z,
oldugunu géreim. y €U olsun. O zaman p(y,F) <q(y,H) olur.
e=q(y,H)—p(y,F) >0 olacak sekilde >0 segilirse SI(y) €U’ dur.

Gergekten; z € S8 (y) ise q(y, 2) < g dir. Lemma 2.1.9' dan dolay,
2

p(z,F) =p(z,y) +p(y,F) =qly,z) +p(y,F)
oldugundan,

—p(z,F)=—q(y,z) —py.F) (1
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olur. Diger taraftan q(yv, H) = q(y, z) + q(z, H) ve dolayisiyla;

q(y,H) — q(y,2) = q(z H) 2

elde edilir. (1) ve (2)’ den;

q(z,H) —p(z,F) = q(v,H) —p(y, F) — 2q(y,2) > ¢ —2% =0

dir. Ozamanz € U veU € 7, olur. V € T, olduguda benzer yolla gorulebilir.

3.2. Pairwise Hausdor ff Uzaylar

B6lUm3.1" de pairwise Hausdorff uzayin tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir.
Bu bolimde ise (X, 7;,7,) iki topolojili uzay: Uzerinde pairwise weakly Hausdorff
kosullarimin bir (X, t;,7,) iki topolojili uzayinda pairwise Hausdorff kosullarina

gegisini inceleyecegiz.

Tamim 3.2.1. X Uzerindeki bir = topolojisinde x’ i iceren her G € 7 agik kiimesi igin
Vo = o0y,x, € G olacak sekilde bir o, € £ varsa x € X noktasi, X Uzerinde bir
{x,: 0 € Z} aginin T limit noktas olarak adlandirilir.

Simdi pairwise weakly Hausdorff kavramim tammlayacagiz.

Burada cl,(A), A’ nin bir 7 topolojisine gore kapamsini belirtir. Ozellikle cl,({x})

yerine cl,(x) yazariz.

Tamim 3.2.2. (X, 14, T,) iki topolojili uzay olsun. Eger X Uzerindeki bir {x,: o € X}
ag1 igin x € lim; x, ve y € lim, x, oldugunda cl, (x)=cl, (y) oluyorsa
(X, 11, T,) iki topolojili uzayina pairwise weakly Hausdorff denir.

Bir uzayin pairwise weakly Hausdorff uzay olmasi parwise Hausdorff
olmasina yetmeyebilir drnekle gosterelim.
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Ornek 3.2.3. X = {a,b,c} ve T = 1, = 1, = {0,X,{a}, {b, c}} olsun. (X,1;,7,) iki
topolojili uzay: pairwise weakly Hausdorff fakat pairwise Hausdorff degildir.

Simdi a, b € lim, x5 = lim, x, olsun.

a€limx, aclU={a}€1,36;) €EX 36 =0yicinx, € U={a}

belimx, b€V ={bc}€1,d0y EXLD 0 =0 icinx, €V =1{b,c}

X yonlendirilmis oldugundan 30, € £ 3 g, > g, ve 6, > g; vardrr.
=0 >0y icinx, €UNV = @. Dolayisiyla a,b € lim_x, olacak sekilde X' de

{x,: 0 € X} ag1 yoktur.
b, ¢ € limx, = cl{b} = cl{c}

dir. Boylece (X, 14, 75) iki topolojili uzay: pairwise weakly Hausdorfftur. Pairwise
Hausdorff olmadigini gosterelim.

b,ceXicinbeUE€rt,ceVeET, aindiginda U=X veyaU ={b,c} ve V=X
veya V = {b,c}olmak zorunda olup UNV = @ olur. Dolayisiyla(X,t,,7,) iki
topolojili uzay: pairwise Hausdorff degildir.

Tamm 3.2.4. (X,7) topolojik uzay ve A € X olsun. A © G olacak sekildeki her
G €ticincl,(4A) € G oluyorsa A’ yag-kapal: denir.
D ={A € X: A g — kapali} olsun. Herhangi bir E c X icin;

ClI'(E) =n{A € D:E Cc A}
ve

T ={EcX:C(I'"(X—E)=X—-E}
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olarak tammlayalim.
Teorem 3.2.5. (i) Cl*, X Uzerinde bir Kuratowski operatdr, yani t*, Cl* tarafindan
uretilmis alisilmis topolojidir.
(iNrer
(iii) Vx € X icinya {x} kapal1 yada X — {x} g-kapalidr.
Ispat: (i) U et olsun. X — U € G €1 ise X — U kapal1 oldugundan;

X -U)=X-UCG
olur.

= X — U g-kapahdr.
=C'X-U)=X-U
=Uer

dir. Boylecet < 7~ drr.
(ili) Vx € X icin kabul edelim ki {x} kapali olmasin. X — {x} € G € = olsun. Bu
durumda G = X — {x}veya G = X dir. G =X —{x} ise G agik oldugundan {x}
kapal1 olur. Bu ise kabultimizle ¢elisir. Boylece G = X dir.

=X—-{x}cG=X

ScdX-{x})cG=X
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= X — {x} g-kapalidir.

Teorem 3.2.6. Eger (X, 14,75) iki topolojili uzay: pairwise weakly Hausdoff ise

(X, {,75) pairwise Hausdorfftur.

Ispat: Kabul edelim ki (X,t;,7,) iki topolojili uzay: pairwise weakly Hausdorff ve
{x,:0 €}, x € limyx, vey € lim:x, olacak sekilde X Uzerinde bir ag olsun.
Teorem 3.2.5(ii)’ den x € lim, x, ve y € lim.,x, dir. Bu durumda (X,7;,75)

pairwise weakly Hausdorff oldugundan cl, (x) = ¢l () dir.

1.Durum: Kabul edelimki {x}, ;-kapali olsun.
{x} =cl; (x) = cl.,(y) > {y} oldugundan x = y dir.

2.Durum: Kabul edelimki {y}, 7,-kapali olsun. 1. duruma benzer sekilde x = y dir.
3.Durum: Kabul edelim ki {x}, 7;-kapali olmasin ve {y}, 7,-kapali olmasin.
Teorem 3.2.5(iii)’ den X — {x} ve Y — {y} g-kapal: oldugundan {x} € z; ve {y} € 7,
dir. x € lim;x, ve {x} € 77 oldugundan,

Vo = 0y, x, € {x} (yani x, = x) olacak sekilde bir g, € X vardrr.
Benzer sekilde y € lim,:x,, ve {y} € 7, oldugundan,

Vo = 03,x, € {y} (vani x, = y) olacak sekilde bir ¢, € X vardir.

X yonlendirilmis kiime oldugundan o, > 0; ve g, > g, olacak sekilde bir g, € £

vardir ve x,, € {x} n {y} # 0 olur. Boylece x = y dir.
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Boylece x € lim,:x, ve y € lim,sx, oldugu her durumda x =y dir. Buradan

(X, 1, 7,) pairwise Hausdorfftur.

Tamm 3.2.7. (X, 7, 7,) iki topolojili uzay olsun. Eger cl,, (x)= C!Tl(y) oldugu her
durumda x € lim, x, vey € lim, x, olacak sekilde X Uzerinde bir {x,:o € I} agi

varsa (X, t;, 7,) iki topolojili uzayina bi-weakly Hausdorff denir.
Onerme 3.2.8. (X, 1, 1,), T, < T, olacak sekilde iki topolojili uzay olsun.
(i) Eger (X, 7,, 1) pairwise Hausdorff ise (X, 7,) Hausdorfftur.

(i) Eger (X, 7,) Hausdorff ise (X, 7;, 7,) pairwise Hausdorfftur.

Ispat: (i) (X, 7,,7,), T; © T, olacak sekilde iki topolojili uzay: pairwise Hausdorff,

x # y vex,y € X olsun. Boylece,

xe€EU,yeVvelUnV =20
olacek sekilde U € ; veV € t, vardrr. 7; < 1, oldugundan (X, ) Hausdorfftur.
(i) (X,14,15), T, C 1, Olacek sekilde iki topolojili uzay, (X,t;) Hausdorff , x # y

ve x,y € X olsun. U NV = @ olacak sekilde U € 7, ve V € 1, € 1, vardir. Boylece

(X, 14, T5) pairwise Hausdorfftur.

3.3. (X, 7, ) Iki Topolgjili Uzaylar:

Tamm 3.3.1. 4, bir (X, T) topolojik uzayinin alt kimesi olsun. Eger,

A c int (cl (int (A))
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ise A at kimesi a — acik olarak adlandirilir. BUtin a — a¢ik kiimelerinin ailesi ¢

ile gosterilir. O zaman =« , X Uzerinde bir topoloji olup, daima z € ¢ dr.

Teorem 3.3.2. (X, 1) topolojik uzayimin Hausdorff olmasi icin gerek ve yeter kosul

(X, %) topolojik uzayininda Hausdorff olmasidir.

Tamm 3.3.3. (X, 14, 75) iki topolojili uzay olsun. Eger hem (X, 1;) hemde (X, 15)
Hausdorff ise (X, 74, T5) bi-Hausdorff olarak adlandirilir.

Tamm 3.3.4. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger her g-kapali kiimesi kapali ise

(X, ) topolojik uzayina Ty /> -uzay denir.

Tamm 3.3.5. (X, 74, T5) iki topolojili uzay olsun. Eger X de her bir farkli x,y nokta
Gifti igin,

yvaxeU,yeEVyadax€eV,yeUveUNV =0

olacak sekilde 7;-agik kimesi U ve 1,-agik kiimesi V varsa (X, t;, 7,) iki topolojili

uzayina pairwise semi-Hausdorff uzay denir.

Onerme 3.3.6. (i) (X,1,7%) iki topolojili uzayimin pairwise Hausdoff olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul (X, 7, %) iki topolojili uzayinin bi-Hausdorff olmasidir.

(ii) (X,14,75) iki topolojili uzay, (X,71), T12 —Uzay ve {x} in 7;-a¢ik veya t,-
kapal1 oldugu her durumda {x}, 7,-a¢ik olsun. O zaman (X, 17, 75) iki topolojili
uzayinin pairwise semi-Hausdoff olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (X, 14, 75) iki

topolojili uzayimin pairwise semi-Hausdoff olmasidir.
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Ispat: (i))(=): (X,7,7%) pairwise Hausdoff bir iki topolojili uzay olsun. 7 < t*
oldugundan Onerme 3.2.8(i)’ den (X,t%) Hausdofftur. Teorem 3.3.2' den de (X, 1)
Hausdofftur. Boylece (X, 7, 7%) bi-Hausdorfftur.

(=): T < ¥ oldugundan agiktir.

(i) (=): (X, tf, 5) iki topoloji uzay: pairwise semi-Hausdoff ve x,y € X, x # y
olsun.Ozamanx € U,y EVyadax €V,y € U, UNV = @ olacak sekilde bir t{*-

acik kimesi U ve 15-agik kuimesi V vardir.

1.Durum: Kabul edelim ki x € U ve y € V olsun. Biliyoruz ki {x} ya t;-acik ya da
7, -kapalidir.

(i) {x}, 7y-ackk olsun. x € G, y € H, G N H = @ olacak sekilde 7;-agcik kimesi
G = {x} ver,-agik kimesi H = int,_(cl,, (int,cz (V))) vardir.

(ii) {x3}, 7;-kapali olsun. x € {x}, y € {x}° ve {x} N {x}° = @ olacak sekilde 7,-acik

kiimesi {x}° ve 7,-acik kiimesi {x} vardrr.
2.Durum: Kabul edelimki x € V ve y € U olsun. 1.Duruma benzer sekilde iki agik
kime vardr.

Boylece iki durumdan (X, 7;, 7,) iki topoloji uzay: pairwise semi-Hausdofftur.

(&):i =1,2icint; C T/ oldugundan agiktir.

3.4. (7;, T, Ty)-reguler Uzaylar

Bu bolimde (z;,7;,7x)-regulerlik tammim ve (r;,7;, 7 )-regulerliginden

(z;,1j, 7% )-regulerlige donuisimind inceleyecegiz.

39



3. IKI TOPOLOJILi UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSIYOMLARI Nuray GUL

Tamim 3.4.1. (X, 14, 75) iki topolojili uzay olsun. Eger Vx € X noktast ve x & F
olacak sekilde ki her 7;-kapal1 alt kiimesi F igin,

FcV,xeUveUNnV =0(,jke{12})

olacak sekilde bir 7;-acik kimesi V ve bir 7,-agcik kimesi U varsa (X, 1y, 7;) iKi

topolojili uzayina (z;, z;, 7, )-reguler denir.

Onerme3.4.2. 1, j,k € {1,2} sabit tamsayilar olsun.
(i) Asagidakiler birbirine denktir.
(1) (X, 71, 72), (z3, 75, 71 )-regulerdir.

(2) Vx € X noktast ve x € G, 7;-agik kiimesi icin x € H < ¢l (H) < G olacak

sekilde bir 1,,-acik kiimesi H vardur.
(3) Vx € X Ve x & K, 7;-kapal1 kiimesi icin x € M ve (CITJCM)) NK = @ olacak

sekilde bir 7,.-agik kimesi M vardir.
(ii) Eger (i) de 7, = 7; dimrsa(1) - (4) birbirine denktir.
(4) Vx € X ve x & F, 7;-kapali kiimesi i¢in F < V ve x & cl, (V) olacak sekilde

bir 7;-acik kUimesi V vardr,

Ispat: (1) = (2) (X, 71, 75), (1:, 7j,75)-Tegiler olsun. Vx € X noktast ve x € G, ;-
acik kumesi icin x & X — G, t;-kapali kimedir. Buradan (X, 1y, 7,), (75,7, Tx)-
regller oldugundan X — G <V, x € H ve H NV = @ olacak sekilde 7;-agik kiimesi

V ve 1,-acik kiimesi H vardir. Boylece,

xEHcX -Vcé6= xEHt:cITj(H)t:X—Vt:G
dir.
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(2) > (3) Vx € X noktasi icin x & K, t;-kapali kimesi verilsin. Bu durumda
x € X — K, t;-a¢iktir. (2) saglandigindan,

XEMC CITj(M) c X —Kise (CITJ,(M)) NK=0

olacak sekilde bir 7,-agik kiimesi M vardr.

(1) = (@) (X,14,72), (1,7}, T5)-regiler olsun. Bu durumda x & F olacak sekilde ki

her t;-kapal1 alt kimesi F icin,
FcV,xeUveUNV =0 (i,j, k €{1,2})
olacak sekilde bir z;-agik kiimesi V ve bir 7.-agik klimesi U vardr.
x€UveUNV =0isex &cl, (V)= cl,cj(V)

dir.

(71,74, T,)-reguler uzaylar her zaman (t,, 4, 74 )-reguler degildir.

Ornek 343. X =R, 1, ={0,R}U {4: X — Asonlu} ve 17,, R lzerinde alisilms
topoloji olsun. (R,1y,7,), (T4, Ty, T5)-regiler fakat (t,, 74, 74)-regiler degildir.
Kabul edelim ki (R, 7y, 75), (15, 71, 7, )-regiler olsun. Simdi 1 € F = [3,4], 7,-kapal
kiimesini alalim. (R, 7;,73), (75,74, 71)-regiler oldugundan 1 € U, 7;-agk, F c V,
7;-aCik ve U NV = ¢ olacak sekilde U ve V agik kiimeleri vardr.

UNnV=0p=>VcX-U=>FcVcX-U
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dir. X — U sonlu oldugundan F sonludur. Bu durum F = [3,4] olmasi ile celisir. O
hade (R,7y,75), (Tp, 71, 7,)-reguler  degildir. (71, 7,,75)-regiler  oldugunu
gogerelim. Simdi F, t;-kapali, F = Rolsun. Bu durumda X —F, t;-agk
oldugundan X - (X—F)=F sonludur. F, t,-kapali ve x&F icin
F ={ay,a,..,a,},a =min{|lx —q|:i = 1,2, ..., n} diyelim.

U=B (x,i) = (x—g,x —I—g) veV =R —cl. (U)

airssk x € U,tp-acK, FcV=R—cl (U) 2Fncl, (U)y=0ve UnV =20

olur. Boylece (R, 1y, 7,), (11,72, T2)-regulerdir.

Tanim 3.4.4. (X,t4,1,)iki topolojili uzay olsun. Eger Vx € X noktasi ve x & F
olacak sekilde ki 7;-kapal1 alt kimesi F igin,

FcV,x €Uveln (cly, V) =0(aGjke{12}D)

olacak sekilde bir 7;-acik kiimesi V ve bir 7,, —agik kimesi U varsa (X, 14,7;) iKi

topolojili uzayina (z;, z;, 7, )-strongly reguler denir.

Onerme3.4.5. 14, j,k € {1,2} olsun.

(i) Eger (X, 14, T2), (13,75, T;)-regller ise 7; c 7; dir.

(i) Eger (X, 14, 72), (75,75, 7;)-regller ve 1; C 1; ise (t;,7;, 7;) -regulerdir.
(iii) Eger (X, ;) bir T; —uzay ve 1; < 1; ise (X, 71, 75), (3, 75, 7;) —regulerdir.
(iv) Eger (X, 14, 75), (73, 7;, T2)-Strongly regliler ise (z;, 7, 7, )-regulerdir.

(v) Eger (X, 14, T9), (15, 7j, Tp)-Strongly regller ise (;,7;, 7;)-regulerdir.
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Ispat: (i) (X, 71, 72), (1i,7;,7;)-reguler olsun. O zaman Onerme 3.4.2° den
Vx € X noktasi ve Vx € G, 1;-acik kiimesi icin x € H, © G olacak sekilde bir 7;-acik

kiimesi H,, vardir. G =U {H,: x € G} dir. Bylece G, 7;-agiktr.

(i1)-(iv)-(v) tammdan agiktur.

(iii) (X, ;) bir T;—uzay ve 1; < 7; olsun. (X, ;) bir T; —uzay oldugundan (X, ;)

regulerdir. Vx € X noktasi ve x & F, 7;-kapal1 kimesi icin;
FcV,xeEUveUNV =0

olacak sekilde U,V 1;-acik kumeleri vardir. 1; C T;

;oldugundan V, 7;-agiktur.

Badylece (X, 14,72), (74, 7), T;)-reguler ve (i)’ den (X, 7;, 75), (t;,7;, T;)-regulerdir.

Teorem 3.4.6. i, j € {1,2} sabit tamsayilar olsun.

(1) Eger bir (X, 7, 7,) iki topolojili uzay: (z;,7;, 7;)-regller ve (X, z;) topolojik uzay:
bir Ty /, —Uzay ise (X, ;) bir Hausdorff uzaydir.

(ii) Eger (i) de 7; = 7{* arsak (X, 7;,7;") pairwise Hausdorfftur.

(iii) Eger (X,714,79), (15,7, 7;)-regller ve (X, t;) topolojik uzayr bir T,—uzay ise

(X, Ty, T5) pairwise Hausdorfftur.

Ispat: (i) (X, 14, 15) iki topolojili uzay: (7,7, T;)-reguler ve (X, 7;) topolojik uzay
bir T, —uzay olsun. Kabul edelim ki (X, r;) Hausdorff olmasin. O zaman x = y ve
X,y € Iimfjxa olacak sekilde X Uzerinde bir {x,: o € X} ag1 vardir. Biliyoruz ki {y}

ya t;-kapali yada t;-aciktir.
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1. Durum: {y}, 7;-kapali olsun.x & {y} oldugundan Onerme 3.4.2(ii)’ den {y} c V
ve x & (cL,j (V) olacak sekilde t;-acik kimesi V vardir. y € Iim,j,xd oldugundan
o = g;0ldugu her durumda x, €V olacak sekilde o, € X vardir. Benzer
sekilde o = o, oldugu her durumda x, € X —cl, (V) olacak sekilde o, € X vardr.
Simdi o, =0, ve o, =g, oOlacak sekilde o, € Zaam. O zaman

Xz €V N (X —cly, (V)) dirvebudaV n (X — cL,J.(V)) = @ olmasi ile celisir.

2. Durum: {y}, 1;-acik olsun. F =Y — {y} awrsak F, t;-kapahidir ve y & F dir. 1.
Duruma benzer bir geliski elde edilir.
Boylece (X, t;) Hausdorfftur.

(ii) (i) de 7; = t{" alirsak (X, 14,7,) iki topolojili uzayr (;, 7", T*)-regliler ve (X, ;)
topolojik uzay: bir Ty s, —uzay ise (X, ;") bir Hausdorff uzaydir. Teorem 3.3.2" den
(X,t;) Hausdorfftur. Boylece (X,1;, 1) bi-Hausdorfftur. Onerme 3.3.6(i)’ den

(X, 7;,7{") pairwise Hausdorfftur.

(iii) (X, 71, 75), (15,75, 7;)-regller ve (X, 7;) topolojik uzay: bir T;—uzay olsun. X’ de
x # y nokta Gifti icin {y}, 7;-kapali ve x ¢ {y} dir. Bdylece x e U, {y} c V ve
UNnV = @ olacak sekilde t;-acik kimesi U ve 7;-agik kimesi V' vardir. O zaman

(X, 14, T,), pairwise Hausdorfftur.

Teorem 3.4.7. i, j, k € {1,2} sabit tamsayilar olsun.

(i) Eger (X,74,7,), (T;,7;, T;)-reguler ve (t;,t;, 7;)-reguler ise (X, ;) bir Hausdorff
uzaydr.

(i) Eger (X,1y,79), (1,7, T )-reguler ve (X,1;) Tip-uzay ise (X, 714,75),

(r;, 7/, Ts)-regulerdir.
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ispat: (i) (X, 11, T5), (13,7, Tj)-regller ve (t;,7;, 7;)-regliler olsun. x,y € X, x # y
icin;

1. Durum: Farz edelim ki Teorem 3.2.5(iii) den {x}, ;-kapali olsun.
(X, 711, 79), (;,7;,7;)-regller oldugundan y € U, {x}cV ve UnV =@ olacak
sekilde U € 7; ve V € 1; vardrr. (z;, 7, 7;)-regulerlik ve Onerme 3.4.5(i)’ dent; T;

ve Teorem 3.2.5(ii)’ den z; < 7; dir. Boylece U ve V, 7; -agiktir.

2. Durum: Farz edelim ki {y}, 7;-kapal1 olsun. Benzer olarak x EU, y €V,
UNnV = (olacak sekilde U, V € t; vardr.

3. Durum: Farz edelim ki {x} ve {y}, 7;-kapali olmasin. Teorem3.2.5(iii)’ den
X — {x} veY — {y} g-kapalidir. Boylece {x} ve {y} 7;-agiktir.

Bu U¢ durumdan (X, 7;)) Hausdorfftur.

(i) (X, 1y,79), (1:, 7,7, )-reguler ve (X,1;), T1p—Uzay olsun. (X,t;), Ty, —Uzay
oldugundan 7; = 7; ve Teorem 3.2.5(ii)’ den = = c*dr. (X,7y,7,), (1, 7),Ta)-
reguler oldugundan x & F olacak sekilde ki her t;-kapali kimesi F igin
FcV,xeUveUNV =0 (i,j,k €{1,2}) olacak sekilde V € 7; ve U € T,, vardrr.
Ver cti veUEr, 1 dir. Buradan x & F olacak sekilde ki her z;-kapali
kiimesi Figin F <V, x e UveU NV =0 (i,], k € {1,2}) olacak sekilde V € z; ve

U € 7 vardir. Boylece (X, 1, 75), (z{, 7/, T )-regulerdir.

3.5. iki Topolojili Uzaylarda K ompaktlik

Tamim 3.5.1.(X, t;,75) iki topolojili uzay ve U, bu uzayin bir 6rtusi olsun. Eger
U c 1, U T, iseU ortisline T, 7,-ack 6rtl denir. Ayricall, T, in en az bir elemanmm

ve 7,’ nin en az bir elemanini igeriyorsa U OrtUsiine pairwise a¢:k denir.
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Tanmim 3.5.2.(X,ty,7,) iki topolojili uzay olsun. Eger (X,7;,7,) iki topolojili
uzayinin her pairwise agik Ortisii sonlu bir alt ortllye sahipse bu uzaya pairwise
kompakt denir.

Ornek 353. R, red sayilaa kimes, R ={0,R (a +x):a ER} ve
0 =1{0,R,(—w,a):a € R} olsun. U, (R,R,Q)" nun bir pairwise agik 6rtiisii olsun.
Bir (b, +0) = U € U alalim. Eger b < a olacak sekilde bir (—w,a) =V € U varsa
{U,V} € U bir 6rtl olur. Aksi halde ¢ = sup{a:(—wx,a) € U ve a = b} € R vardr.
O zaman c¢ € (bgy, +) = U,y € U olacak sekilde bir U, € U vardir. ¢’ den dolay:
(—o,ay) =V, ve by <ay=c olacak sekilde V, € U vardrr. Bu durumda

Vo, Up, U} €U, R’ yi Orter. Boylece (R, R, Q) pairwise kompakttir.

Tamm 3.5.4. Eger T, X Uzerinde bir topoloji ve A4, X’ in bos olmayan bir alt kiimesi

ise X Uzerinde 7(A) topolojisi,

1(A) ={0,X}U{AUVU:U €1}

seklinde tarumlanr.

Teorem 3.5.5. (X, 4, T,) iki topolojili uzayinda asagidakiler birbirine denktir.

(i) (X, T4, T5) pairwise kompakitir.

(ii) ;" deki her V = @ kimesi icin (V) topolojisi kompakttir ve ,” deki her
V = @ kiimesi i¢in 7, (V) topolojisi kompakttir.

(iif) X’ in her 7;-kapal1 6zalt kimesi 7,-kompakttir ve X’ in her 7,-kapal1 o6zalt

kimesi 7, -kompakttir.
Ispat: ()=(ii) (X, 14, 1,) pairwise kompakt, V = @ herhangi bir 7,-acik kiime ve U,

X' in7,(V) agik Ortlisti olsun. Boylece Va € A, U, €1, i¢inU ={V U U, :a € A}

dir. O zaman {V}u{U,:a €A}, X' in bir pairwise agik Ortlisidir. Bu ylizden
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(V3 u{U,;:i=1.2,..,n} seklinde tammlanan sonlu bir alt ortilye sahiptir. Eger
gerekirse alt ortiye {V} ekleyebiliriz. Bu durumda; {V U U,:i = 1,2, ...,n}, X igin
W nun istenen alt ortustidar. Boylece T, (V) topolojisi kompakttir. Benzer sekilde
7,’ deki her V = @ kumesi icin 7, (V') topolojisi kompakttir.

(i)=(iii) ;" deki her V = @ kumesi icin z,(V) topolojisi kompakt ve K, X' in
herhangi bir 7,-kapal1 6zalt kiimesi olsun. Boylece ® # V = X — K, 1,-acik kiimedir.
{U,:a € A}, K’ min bir t,-agik ortlsti olsun. {V U U,:a € A}, X' in bir 7,(V) agik

Ortustdur. Boylece bazi n tamsayilart igin;
X=Vu[u{Us:i=12.,n}]|
yazabiliriz. Bu durumda; K cU [U{U,:i = 1,2, ...,n}], K, 7,-kompakttir.

@ii)=() X’ in her 7;-kapali 6zalt kiimesi z,-kompakt, X’ in her z,-kapal1 Ozalt
kiimesi 7,-kompakt, U, X’ in bir pairwise agik ortiisi, {Uﬁ:ﬁ € B}, U da 7y-agik

kimeler ve {V,: a € A}, U dat,-acik kiimeler olsun. iki durum vardhr.

1. Durum: U {V:a € A} =X. Ug, # O olacak sekilde bir 5, € B segelim. O
zaman {V,:a € A}, 1,-kapali Ozalt kime X —Ug’ 1n bir 1,-agik ortlsuddr; bu
ylzden X —Up, U {V,,;:i = 1,2,..,n} olacak sekilde bir {V,:i =12, ..,n} alt

ortiisii vardur. Boylece {Ug,, Vz,, -, Vs, }, X igin U’ nun bir sonlu alt ortiistdiir.

2. Durum: U{V:a€A}#X. K=X-U{V,:a€ A}, X' in 1,-kapal1 0Ozalt
kiimesi ve K U {Up: € B} dir. Boylece K cU {Up,:i = 1,2, ..., m} olacak sekilde
{Ug,:1 = 1,2,...,m} alt ortiisii vardir. Eger {Ug,:i = 1,2,...,m} =X iseispat agiktr.

Eger {Ug:i=12,..,m} #X ise X —U{Up:i = 1,2,...,m}, X’ in z,-kapah Gzalt
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kumesidir. Hipotezden X —U {Ug:i = 1,2,..., m} t:{l{x.:jzl,Z,...,p} olacak

sekilde bir alt rtusii vardir. Boylece {Up,:i = 1,2,..,m} U{V -/
icin U’ nun bir sonlu alt Grtasudur.

Iki durumdan (X, 7,,7,) pairwise kompakttir.

Tamm 3.5.6. (X, t;,7,) iki topolojili uzay olsun. Eger X’ in her z;-agik oOrtisi icin
sonlu bir T,-agik alt értisl varsa (X, 74, 75), T, Ye gore t,-kompakttir. (X, t;, T5) iKi
topolojili uzay:1 T,” ye gore t,-kompakt ve 1," e gore 1,-kompakt ise bu uzaya B-
kompakt denir

Topolojik uzaylarda oldugu gibi herhangi bir sonlu iki topolojili uzay
pairwise kompakttir ancak B-kompakt olmak zorunda degildir.

Ornek 357. X ={a,b,c}, T, = {@,X,{a,b}, {c}} ve 7, = {ED,X, {a},{b,c}} olsun.
(X, 7y, 7,) iki topolojili uzayr B-kompakt degildir. Gunkil {{a}, {b,c}}, X’ in bir 7,-

acik ortusiyken z;-agik alt Ortisi yoktur.

3.6. Pairwise Lindeloff iki Topolojili Uzaylar

Tanim 3.6.1. (X, t4,75) iki topolojili uzay olsun. Eger (X,ty,7,) iki topolojili
uzayinin her pairwise agik Ortuisti sayilabilir bir alt értiye sahipse bu uzaya pairwise
Lindel 6ff uzay denir.

Onerme 3.6.2. Her pairwise kompakt uzay bir pairwise Lindel6ff uzaydir.

Tanim 3.6.3. (X,t4,7,) iki topolojili uzay olsun. Eger (X, 14,75) iki topolojili

uzayinin her pairwise sayilabilir agik Ortisii sonlu bir alt drttye sahipse bu uzaya
pairwise say:labilir kompakt uzay denir
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Onerme 3.6.4. Bir pairwise Lindeloff uzayda pairwise sayilabilir kompaktlik ile
pairwise kompaktlik birbirine denktir.

Onerme 3.6.5. Bir pairwise Lindel6ff uzayin pairwise sirekli goruntiisii pairwise
Lindelofftar.

Onerme 3.6.6. Herhangi bir ikinci sayilabilir iki topolojili uzay pairwise
Lindelofftar.

Ispat: (X,t,,7,) ikinci sayilabilir iki topolojili uzay, {B,}%_, ve {C,,}%_, srasyla
T, Ve T, ic¢in sayilabilir bazlar ve U = {U,:a € A}, X’ in pairwise agik OrtUsi
olsun. Bazi U, € U N T4 igin B, c U, olacak sekildeki n tamsayilarinin kiimesi N
ve baz1 U, € U N, icin C, c U, olacak sekildeki m tamsayilarinin kimesi M
olsun. B,, c U, olacak sekildeki U, larin biri 1/, ve C,, < U, olacak sekildeki U_’
larin biri W, ile tammlansin. O zaman U* = {V:n e N} U {W,,:m € M}, X i¢in W’
nun sayilabilir bir alt ortasidir. x € X olsun. U, X’ i OrttGglnden x € Up olacak
sekilde Up € U vardir. Simdi Up, ya 7;-acik ya da 7,-agiktir. Eger Up, 71-aGiK ise
x € B, © Up olacak sekilde bir k tamsayisi vardir. BOylece x € By — V; olacak
sekilde bir V,, € U™ kimesi vardir. Benzer sekilde; eger Up, 7,-a¢ik ise x € C; < Up
olacak sekilde bir 1 tamsayisi vardir. BOylece x € C; = W, olacak sekilde bir

W, € U* kimesi vardir. Bu durumda (X, T, 7,) pairwise Lindelofftar.

Onerme 3.6.7. (X, 14, 75) iki topolojili uzay olsun. Eger bu uzay pairwise Lindeloff

ve A c X, 1,-kapali ise 4, pairwise Lindeloff ve T, Lindelofftar.

Teorem 3.6.8. (X, 1y, T,) iki topolojili uzay olsun. Eger bu uzay pairwise Lindel6ff

ve pairwise reguiler ise pairwise normaldir.

49



3. IKI TOPOLOJILi UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSIYOMLARI Nuray GUL

Ispat: (X,t,,T,) iki topolojili uzay: pairwise Lindel6ff ve pairwise regiiler olsun. 4,
X’ in 7y-kapal: alt kiimesi ve B, X’ in 7,-kapal1 alt kimesi ve AnNB =@ olsun.
Eger A =X veya B =X ise ispat agiktir. Degilse Ave B, X’ in Ozalt kumesidir.
x € B olsun. 74, 75’ ye gore regller oldugundan x € U, ve (cl,,U,) N A = 0 olacak
sekilde bir 1,-acik kimesi U, vardir. Boylece U ={U,:x € B}, B’ nin 1;-acik
ortisiidir, T,-kapalidir ve Onerme 3.6.7' den =, Lindelofftir. Buradan her i pozitif
tamsayisi igin (cl,U;) N A =@ olacak sekilde B igin U’ nun bir {Uy, Up, ...}

sayilabilir alt ortlst vardir. Eger;

W,=V, — U{cifoi}

i=n

ve

Ym = U‘m - U{Cl‘l'll{f}

j=m

ise W, 7,-aGIK ve Yy, Ty-agiktr (m,n € Z*). O zaman j = n igin W, N U; = @ ve
Y; € U; dir. Bu durumda W,, N'Y; = @ olur. Benzer sekilde n =j icin ;N W, = 0
dir. Buradan her m,nicin W, n Y,,, = @ olur. Simdi {i},}, A’ nin 7,-acik értustdir ve
cl.,U;" den higbir kiime A’ min noktalarin icermez. Bu durumda {W},}, A’ min bir ,-

acik ortusidur. Boylece;

AcU=U, W, veU, ty-agiktir.
Benzer sekilde;

BcV =U,Yy,VveV, r;-aciktrr.

AyricaU NV = @ dir. Dolayisiyla (X, 1, 7,) pairwise normaldir.
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Sonu¢ 3.6.9. Herhangi bir ikinci sayilabilir pairwise reguler iki topolojili uzay

pairwise normaldir.

Sonug 3.6.10. Herhangi bir pairwise kompakt pairwise reguler iki topolojili uzay

pairwise normaldir.

Teorem 3.6.11. Herhangi bir pairwise Hausdorff pairwise kompakt iki topolojili

uzay pairwise regulerdir.

Teorem 3.6.12. Bir pairwise Hausdorff pairwise kompakt iki topolojili uzay pairwise

normaldir.

Tamim 3.6.13. (X, 7) topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A kimesi sayilabilir
sayida agik kimelerin bir kesisimi olarak yazilabiliyorsa A kimesine Gs kimesi

denir.

Teorem 3.6.14. (X, 14, T5) iki topolojili uzay olsun. Eger ,, 7,’ ye gore regller ve

(X, T4) ikinci sayilabilir ise her 7,-kapali kiimesi bir 7, —Gg' dur.

Ispat: (X, 1,,7,) iki topolojili uzay, T, T, ye gore regiiler, (X, 1) ikinci sayilabilir

ve A herhangi bir z,-kapali kime olsun. Eger A = X iseispat agiktir. A = X ise;
Vx & Aiginx € U, c (cl,,U,)Cc X — A

olacak sekilde 7;-agik kimesi U, vardir. {V,:n € N, tamsay:lar}, (X,1;) igin bir
sayilabilir baz olsun. Bazi n(x) tamsayilariigin x € V,,¢, < U, dir.

Simdi ;) © (cl.,U,) oldugundan (cl., Vi) N A = @ dir ve bdylece

A=0{X — (cly, V)i x & A}
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dir. Farkli n(x) tamsayilarinin sayisi sayilabilir oldugundan A bir T, — Gs’ dur.

Tamm 3.6.15. (X, 14, T5) iki topolojili uzay olsun. Eger (X, 1;,T5) pairwise normal,
her 7,-kapali kiimesi bir 7,—Gs ve her 1,-kapal1 kiimesi bir T; — Gg ise (X, 14,75)

uzayina pairwise perfectly normal denir.

Teorem 3.6.16. (X, 74, 7,) iki topolojili uzay olsun. Eger (X, 7y, 7,) pairwise regiler

ve ikinci sayilabilir ise bu uzay pairwise perfectly normaldir.

Ispat: (X,7,,7,) pairwise regiller ve ikinci sayilabilir olsun. Sonug3.6.9' dan
(X, 14, T5) pairwise normaldir. Ayrica Teorem 3.6.14" den kapali kiimeler Ggs dir.

Boylece (X, T4, T,) pairwise perfectly normaldir.
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