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 bir topolojik uzay ise bu uzay üzerinde Hausdorff ( , regüler, , tam 
regüler, normal,  ve  gibi ayırma aksiyomları incelenebilir. Eğer  bir küme ve 

, ,  üzerinde iki topoloji ise ’ ye iki topolojili uzay denir. İki topolojili 
uzaylarla ilgili çalışmalar Kelly(1963) ile başlamıştır.  için tanımlanan ayırma 
aksiyomları ve kompaktlık iki topolojili uzaylara da genişletilebilir. 

Bu çalışmanın amacı, iki topolojili uzaylarda ayırma aksiyomlarını, 
aralarındaki ilişkiyi ve kompaktlığı incelemektir. 
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If  is a topological space, then the separation axioms such as 
Hausdorff , regular, , completely regular, normal,  and  axioms can be 
studied. If X is a set, and  and  are two topologies on X, then  is called 
bitopological space. The study on bitopological space was first undertaken by 
Kelly(1963). The separation axioms and compactness defined for  can also be 
extended into bitopological spaces.  

The study aims to examine the separation axioms, the relationship between 
them and compactness in the bitopological spaces. 
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1. GİRİŞ 
 

Bu tezde; iki noktayı, bir küme ile dışındaki herhangi bir noktayı veya ayrık iki 

kümeyi, açık kümeleri kullanarak birbirinden ayırmayı tarif eden ve ayırma 

aksiyomları olarak da bilinen kavramların bazılarının iki topolojili uzaylardaki 

genellemeleri incelenmiştir. Bu çalışma üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm; 

çalışmamızla ilgili olan klasik topolojideki kavram ve teoremlerden oluşmaktadır. 

İkinci bölümde, iki topolojili uzaylar ile ilgili temel bilgiler verilmiştir. Üçüncü 

bölümde ise klasik topolojideki bazı ayırma aksiyomlarının iki topolojili uzaylarda ki 

genellemesi incelenmiştir. 

 

1.1. Temel Tanım ve Özellikler 
 

Bu bölümde genel olarak topolojik uzaylar hakkında iyi bilinen temel tanım ve 

özellikleri özetlenmiştir. 

 bir küme olsun.  ailesine ’ in kuvvet kümesi denir. 

 ve  bir indis kümesi olsun. Eğer, 

(t1)  

(t2) Her  için  

(t3) Her   için  ise  

koşulları sağlanırsa  ailesine  kümesi üzerinde bir topoloji  ikilisine bir 

topolojik uzay denir. 

  bir topolojik uzay ve  olsun. Eğer ’ nun her bir elemanı ’ nin 

bir takım elemanlarının bir birleşimi olarak yazılabiliyorsa ’ ye ’ nun bir bazı 

denir. Yani; 

a)  

b)  ise  olacak şekilde bir  ailesi vardır. 

  ve  herhangi iki topolojik uzay,   bir fonksiyon ve 

 olsun.  uzayında ’ ın her  komşuluğu için  olacak şekilde 
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 uzayında ’ ın bir  komşuluğu varsa  fonksiyonuna  noktasında süreklidir 

denir. 

  bir topolojik uzay,  ve  olsun. En az bir  için 

 olacak şekilde bir  kümesi varsa  kümesine ’ in bir komşuluğu 

denir. Dolayısıyla ’ i içeren her , ’ in bir komşuluğu olur. Bu tür 

komşuluklara açık komşuluklar denir. 

 ’ in bütün komşuluklarının kümesi; 

 

 
 

 ’ in bütün açık komşuluklarının kümesi; 

  

 
 

dir. 

  bir topolojik uzay,  ve  olsun. Eğer her  

için  olacak şekilde bir  kümesi varsa  ailesine  noktasının 

bir lokal bazı (komşuluk bazı) denir. 

  bir topolojik uzay olsun. Eğer her  için  noktasının sayılabilir 

bir  lokal bazı varsa bu topolojik uzaya birinci sayılabilir uzay denir. 

 Bir  topolojik uzayı sayılabilir bir  bazına sahip ise  topolojik 

uzayına ikinci sayılabilir uzay denir. 

  bir topolojik uzay ve  de doğal sayılar kümesi olsun. Her  için 

 olmak üzere  şeklindeki her fonksiyona  uzayında bir dizi 

denir. 

  topolojik uzay,  bu uzayda bir dizi ve  olsun. Her , 

 ve  için  vardır ki  iken  oluyorsa  dizisi ’ 

a yakınsıyor veya  dizisinin  için limiti  dır denir. 
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 Bir  kümesi üzerinde aşağıdaki özellikleri sağlayan bir  bağıntısına 

yönlendirme bağıntısı ve üzerinde böyle bir bağıntı tanımlanmış olan kümeye 

yönlendirilmiş küme denir. 

(a) Her  için , 

(b)  ve  ise , 

(c) Her  için  ve  olacak şekilde bir  vardır. 

 bir küme ve  da herhangi bir yönlendirilmiş küme olsun. 

  için  olmak üzere her  fonksiyonuna ’ de bir ağ denir. 

Şimdi aşağıdaki ayırma aksiyomlarını hatırlayalım. 

 topolojik uzay olsun. 

(1)  için  ve  olacak şekilde  ve  

açık kümeleri varsa  topolojik uzayına  uzayı denir 

(2)  için  ve  olacak şekilde  ve  ayrık açık 

kümeleri varsa  topolojik uzayına Hausdorff uzay denir. 

(3)  içinde her  kapalı kümesi ve  için  ve  olacak şekilde  

ve  ayrık açık kümeleri varsa  topolojik uzayına regüler uzay denir. 

(4)  içinde her  kapalı kümesi ve  için  olacak 

şekilde  sürekli fonksiyonu varsa  topolojik uzayına tam 

regüler uzay denir. 

(5) Tam Regüler ve  uzaya Tychonoff uzay denir. 

(6)  içinde ayrık kapalı  ve  kümeleri için  ve  olacak şekilde  

ve  ayrık açık kümeleri varsa  topolojik uzayına normal uzay denir. 

 

Lemma 1.1.1. Bir  topolojik uzayının regüler olması için gerek ve yeter koşul 

her  ve her  için, 
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olacak şekilde  kümesinin var olmasıdır. 

 

İspat:   regüler uzay,  ve  olsun. O zaman  olarak 

alırsak  ve  kapalıdır. Regülerlikten  ve  olacak şekilde ayrık 

açık  ve  kümeleri vardır.  olur. Aksi halde  ve  olacak 

şekilde bir  vardır. Bu ise  olması ile çelişir. O zaman  olur. 

  ve  kapalı olsun.  alalım. Varsayımdan 

olacak şekilde  açık kümesi vardır.  seçilirse 

,  ve  olacak şekilde ayrık açık kümeler vardır.  topolojik 

uzayı regülerdir. 

Aşağıda normal uzayların bilinen bir karakterizasyonu ispatsız olarak 

verilecektir. 

 

Lemma 1.1.2. Bir  topolojik uzayının normal olması için gerek ve yeter koşul 

 içindeki her  kapalı kümesi ve her  açık kümesi için, 

 

 
 

olacak şekilde  açık kümesinin olmasıdır. 

 

Şimdi iki topolojili uzaylarda genellemesini vereceğimiz bir teoremi ve 

Urysohn lemmasını hatırlayalım. 

 

Teorem 1.1.3. İkinci sayılabilir ve regüler uzay normaldir. 

 

İspat:  ikinci sayılabilir bir regüler uzay, , bu uzayın sayılabilir bir bazı,  ve 

, ’ in ayrık kapalı kümeleri olsun. O zaman  için  olup  

olacak şekilde  vardır. Regülerlikten  için,  olacak 

şekilde  vardır. , ’ in bir bazı olduğundan; 
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olacak şekilde   vardır. Bu tip kümeleri seçerek  

ailesini oluşturalım. , ’ nin sayılabilir bir örtüsüdür. Ayrıca  için 

’ dir. ’ nin bu örtüsü sayılabilir olduğundan  şeklinde 

indekslenebilir. Benzer şekilde ’ nın her bir  olacak şekilde sayılabilir 

 açık örtüsünü elde ederiz. 

 

 ve  

 

olsun. O zaman  ve  dür.  için, 

 

 
 

olsun.  için  ve  açıktır. O zaman  ailesi  kümesinin, 

 ailesi  kümesinin açık örtüsüdür. 

 

 
 

ise  olur. Kabul edelim ki  olsun.  ve  

olacak şekilde  vardır. O zaman  için  dir. Eğer  ise 

 tanımından  ve  tanımından  olur. Bu ise bir çelişkidir. Benzer 

şekilde  içinde görülür.  olduğunu gösterelim.  olsun. O zaman 

 olacak şekilde  vardır.  için  olduğundan 

 olur. O zaman  olduğundan  

elde edilir. Benzer şekilde  olduğuda görülebilir. 
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Tanım 1.1.4.  kümesinin elemanlarına pozitif diyadik sayı 

denir. 

 

Teorem 1.1.5. (Urysohn Lemma)  topolojik uzayının normal olması için gerek ve 

yeter koşul her ayrık  kapalı kümeleri için  ve  

olacak şekilde  sürekli fonksiyonunun olmasıdır. 

 

İspat:   kapalı kümeler ve  olsun.  dersek  

kümesi açık ve  olur. Lemma 1.1.2’ den; 

 

 
 

olacak şekilde bir  açık kümesi vardır. Aynı düşünceyle, 

 

 
 

 
 

olacak şekilde , ,  açık kümeleri vardır. Bu şekilde devam edilirse, 

 

, ,  

 

olacak şekilde  açık kümeleri elde edilir. Şimdi, 
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kümesini düşünelim.  diyadik sayılar kümesi  alt uzayında yoğundur. Ayrıca 

 ve  için  olduğu açıktır.  

Şimdi  fonksiyonunu, 

 

 
 

şeklinde tanımlayalım. 

Önce  olduğunu gösterelim.  alırsak her  için  

olduğundan  olur. Dolayısıyla ’ dır.  

Şimdi  olduğunu gösterelim.  alırsak  olur. 

Buradan her  için  olduğundan  olur. Dolayısıyla 

 elde edilir. Her  için  olduğu  fonksiyonunun 

tanımından açıktır. Şimdi  fonksiyonunun sürekli olduğunu gösterelim.  alt 

uzayında açık kümeler  biçimindedir.  

  için ’ dir. 

 

 
 

yazılabilir. O zaman  kümesi açıktır. 

  için ’ dir.  

alalım. O zaman  olacak şekilde bir  vardır. Bu durumda 

 olur. ’ dir. Gerçekten  olsaydı  

olurdu. O zaman  için  ve  olurdu. Buradan  

elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Şimdi  olduğunu gösterelim. 

 olsun. Buradan  ve  olacak 

şekilde bir  noktası vardır.   olduğundan ’ dir. Ayrıca 
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 olduğundan  olur. Eğer  ise  

dir. O zaman  olduğundan bir çelişki elde edilir. Eğer  ise 

 ve  olduğundan  olur ki bu  olduğundan  

olması ile çelişir. O halde  için  olacak 

şekilde açık bir  kümesi vardır. Böylece  kümesi açıktır.  

  için  alalım. O zaman  

olacak şekilde  vardır. Bu durumda; 

 

 
 

olur.  olacağından  kümesi açıktır. 

Böylece  fonksiyonu süreklidir. 

:  kapalı kümeler ve  olsun. Ayrıca  ve 

 olacak biçimde sürekli  fonksiyonu verilmiş olsun. 

 

 
 

 
 

açık kümelerini alalım. Bu durumda ,  dir. Ayrıca  

 

 
 

olur. Dolayısıyla  uzayı normaldir.  
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2. İKİ TOPOLOJİLİ UZAYLAR 
 

2.1. İki Topolojili Uzaylarla İlgili Genel Bilgiler 
 

 Bu bölümde iki topolojili yapı verilecektir. 

  

Tanım 2.1.1. , boştan farklı bir küme ve  dönüşümü  

için, 

(p1)  

(p2)   (Üçgen Eşitsizliği) 

(p3)    (Ayırma) 

(p4)    (Simetri) 

koşulları sağlanıyorsa ’ ye  üzerinde bir metrik denir.  ikilisine de metrik 

uzay denir. Eğer , 

(p1) ve (p2) koşullarını sağlıyor ise ’ ye  üzerinde quasi-pseudo metrik 

denir.  ikilisine de quasi-pseudo metrik uzay denir. 

(p1), (p2) ve (p3) koşulları sağlanıyorsa ’ ye  üzerinde quasi-metrik denir. 

 ikilisine de quasi-metrik uzay denir. 

(p1), (p2) ve (p4) koşulları sağlanıyorsa ’ ye  üzerinde pseudo-metrik 

denir.  ikilisine de pseudo metrik uzay denir. 

 

Tanım 2.1.2. ,  kümesi üzerinde quasi-pseudo metrik ve  

dönüşümü  için, 

 

 
 

olarak tanımlansın. Bu durumda ’ ya ’ nin eşleniği adı verilir.  kümesi üzerinde 

 ile gösterilen bu uzaya da quasi-pseudo metrik uzay denir. 
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Sonuç 2.1.3. , quasi-pseudo metrik ve , ’ nin eşleniği ise ’ da quasi-pseudo 

metriktir. 

 

Örnek 2.1.4. ,  quasi-

pseudo metriktir. 

(p1)  

(p2)  olduğundan; 

 

 ve  

 

 
 

Eğer  ise  olur. ,  kümesinin bir 

üst sınırıdır. Bu kümenin üst sınırlarının en küçüğü  olduğuna göre 

 olur. 

 Eğer  ise  olacağından 

  

 
 

olur. 

 

Tanım 2.1.5.  metrik uzay,  ve  olsun.  

 

 
 

kümesine  merkezli  yarıçaplı açık yuvar, 
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kümesine kapalı yuvar denir. Özel olarak  metriğine göre açık yuvardan söz 

edildiğinde  yazılacaktır.  metriği ile üretilen topolojiyi  ile göstereceğiz ve 

 

 

 

biçiminde tanımlayacağız. 

 

Tanım 2.1.6.  bir küme olsun. Eğer  için  olacak şekilde en 

az bir  reel sayısı varsa  kümesine  topolojisine göre açıktır veya kısaca -

açıktır denir. 

 

Sonuç 2.1.7.  ailesi  üzerinde bir 

topolojidir. 

 

İspat:  ailesinin topoloji olma şartlarını sağladığını gösterelim.  

(t1)  önermesi doğru olduğundan ’ dir. 

 ve  için  olduğundan ’ dir. 

(t2)  ve  olsun. O zaman  için  ve  

için ’ dir.  alalım. O zaman  

 

 
 

olur. O halde   elde edilir. 

(t3)  ve  olsun. O zaman  için ’ dir.  olduğundan 

’ dir. O halde  için ’ dir. 
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olduğundan  elde edilir. 

 

Tanım 2.1.8.  ve ,  kümesi üzerinde eşlenik quasi-pseudo metrikler ve  

olsun.  için ’ nin ’ ye göre  kümesine olan uzaklığı, 

 

 
 

olarak tanımlıdır. ’ nin ’ ya göre  kümesine olan uzaklığı da benzer şekilde 

tanmlanır. 

 

Lemma 2.1.9.  ve ,  kümesi üzerinde eşlenik quasi-pseudo metrikler ve  

olsun. O halde  için  olur. ’ nin  eşleniği 

içinde benzer eşitsizlik yazılabilir. 

 

Teorem 2.1.10.  ailesi  üzerinde  topolojisi için bir 

bazdır. 

 

Sonuç 2.1.11.  quasi-pseudo metrik uzay ise  ile  birbirinden farklı iki 

topoloji olur. 

 

Örnek 2.1.12.  , Örnek 2.1.4’ deki quasi pseudo metrik olsun.  ile eşleniği ’ nun 

belirlediği topolojileri bulalım.  ve  için, 

 

 
 

elde edilir. Buradan  ailesi ’ nin ürettiği,  
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topolojisi için bir bazdır. Benzer şekilde;  

 

 
 

elde edilir. Buradan  ailesi ’ nun ürettiği, 

 

 
 

 topolojisi için bir baz olur. 

 

Tanım 2.1.13.  ise  topolojisine  topolojisinden daha kabadır ya da  

topolojisi  topolojisinden daha incedir denir. 

 

Tanım 2.1.14.  ve ,  üzerinde tanımlanmış keyfi iki topoloji olsun.  uzayı iki 

topolojili uzay olarak adlandırılır.  ile gösterilir. 

 

Örnek 2.1.15. , quasi-pseudo metrik ise  ailesi  üzerindeki 

bir topoloji için bir bazdır. Ürettiği topoloji  olsun. , ’ nin eşleniği olduğundan 

, quasi-pseudo metriğinin ürettiği topoloji  ’ den farklı bir topolojidir. Bu topoloji 

 ise  iki topolojili uzay olur.  

 

Sonuç 2.1.16. Her quasi-pseudo metrik iki topolojili uzay üretir. 

 

Örnek 2.1.17. Örnek 2.1.4’ deki , quasi-pseudo metriğinin ürettiği topolojiyi  ve 

’ nin eşleniği ’ nun ürettiği topolojiyi  ile gösterirsek bunlardan oluşan iki 

topolojili yapı  olur. 

 

Tanım 2.1.18.  iki topolojili uzayı verilsin. Eğer  ve  (p ve q 

eşlenik) olacak şekilde bir , quasi-pseudo metriği varsa  iki topolojili 
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uzayına quasi-pseudo metriklenebilirdir denir. Quasi metriklenebilme benzer şekilde 

tanımlanabilir. 

 

Örnek 2.1.19.  uzayı quasi-pseudo metriklenebilirdir. Örnek 2.1.4’ deki 

quasi-pseudo metrik  ve eşleniği  dikkate alınırsa  ve  olur.  
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3. İKİ TOPOLOJİLİ UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSİYOMLARI 
 

 Bu bölümde Topolojik uzaylardaki bazı ayırma aksiyomlarının ve iyi bilinen 

Urysohn lemma ile Urysohn metriklenebilme teoremlerinin iki topolojili uzaylardaki 

genellemeleri üzerinde durulacaktır. 

 

3.1. İki Topolojili Uzaylarda Bazı Ayırma Aksiyomları 
 

 İki topolojili uzaylarda bazı ayırma aksiyomlarının genel tanım ve özellikleri 

verilecektir. 

 

Tanım 3.1.1.  iki topolojili uzay olsun.  noktasının -kapalı 

kümelerden oluşan bir -komşuluk bazı varsa , ’ ya göre pairwise regüler denir. 

 , ’ ya göre pairwise regüler ve , ’ ye göre pairwise regüler ise  

iki topolojili uzayına pairwise regüler denir. 

 

Örnek 3.1.2. Örnek 2.1.4’ deki  iki topolojili uzayı pairwise regüler uzaydır. 

Gerçekten  noktası için; Örnek 2.1.12’ de gösterildiği gibi, 

 -kapalı -komşuluklar bazı ve 

 ailesi de ’ in -kapalı -komşuluklar bazıdır. 

 

Önerme 3.1.3.  iki topolojili uzayı verilsin. ’ nin ’ ya göre pairwise 

regüler olması için gerek ve yeter koşul herhangi bir  için , -kapalı ve 

 olduğunda  ve  olacak şekilde  ve  ayrık kümelerinin 

var olmasıdır. 

 

İspat:  pairwise regüler iki topolojili uzay, ,  ve , -

kapalı küme olsun. O zaman  ve ’ dır. Varsayımdan 
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 olacak şekilde bir -kapalı -komşuluğu  vardır. , -komşuluk 

olduğundan, 

 

 
 

olacak şekilde bir  vardır. O halde , , ,  

ve ’ dir. 

 ve  kümesi ’ in bir -komşuluğu olsun.  olacak şekilde 

 vardır.  kümesi -kapalıdır. O zaman  ve  olacak 

şekilde  ve  ayrık kümeleri vardır.  

 

 
 

olduğundan  kümesi ’ in -kapalı -komşuluğudur. Dolayısıyla  

noktasının -kapalı kümelerden oluşan bir -komşuluğu vardır. O halde , ’ ya 

göre pairwise regülerdir.  

 

Örnek 3.1.4.  ayrık olmayan topolojik uzay,  ayrık topolojik uzay olmak üzere 

 iki topolojili uzayı pairwise regülerdir.  için  ailesi ’ in -

kapalı -komşuluklar bazı ve ayrıca -kapalı -komşuluklar bazıdır. 

 

Tanım 3.1.5.  iki topolojili uzay olsun.  olan  için, 

  

 
 

olacak şekilde  ve  kümeleri varsa  iki topolojili uzayına 

pairwise  uzay denir. 
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Örnek 3.1.6. Örnek 2.1.4’ deki  iki topolojili uzayı pairwise  uzaydır. 

 olan  için  ise ,  ve , 

 olacak biçimde  ve  kümeleri vardır.  

durumu için de benzer şekilde gösterilebilir. 

 

Örnek 3.1.7.  ayrık topolojik uzay,  ayrık olmayan topolojik uzay ve  

olmak üzere  iki topolojili uzayı pairwise  değildir.  ve  

olsun. Ayrık olmayan topolojik uzay da ’ i bulunduran tek açık küme ’ dir ve 

 olduğundan  iki topolojili uzayı pairwise  değildir. 

 

Önerme 3.1.8.  iki topolojili uzayının pairwise  olması için gerek ve yeter 

koşul  ve  topolojik uzaylarının  olmasıdır. 

 

İspat:  iki topolojili uzayı pairwise  olsun. O zaman  olacak 

şekildeki  için ,  ve , olacak şekilde  ve 

 vardır. Benzer şekilde ,  ve ,  olacak şekilde 

 ve  vardır. O halde, 

 

,  ve ,  

 

olacak şekilde  vardır. Dolayısıyla  topolojik uzayı bir  uzaydır. 

Benzer şekilde  topolojik uzayının da  olduğu görülebilir. 

 ve  topolojik uzayları  olsun. O zaman  olacak şekildeki 

 noktalarını düşünelim. O zaman ,  ve ,  olacak 

şekilde  vardır. Benzer şekilde ,  ve ,  olacak 

şekilde  vardır. Buradan, 

 

,  ve ,  
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olacak şekilde  ve  elde edilir. O halde  iki topolojili uzayı 

pairwise ’ dir. 

 

Tanım 3.1.9.  iki topolojili uzay olsun.  olan  için  ve 

 olacak şekilde  ve  ayrık kümeleri varsa  iki topolojili 

uzayına pairwise Hausdorff uzay denir. 

Örnek 3.1.10. Örnek 2.1.4’ deki  iki topolojili uzayı pairwise Hausdorff 

uzaydır. 

 

Örnek 3.1.11.  ayrık topoloji,  ayrık olmayan topoloji olmak üzere  iki 

topolojili uzayı pairwise Hausdorff değildir. 

 

Önerme 3.1.12.  pairwise Hausdorff ise  ve  topolojik uzayları 

’ dir. 

 

İspat:  pairwise Hausdorff,  ve  olsun.  ve  

olacak şekilde  ve   ayrık kümeleri vardır. Benzer şekilde  ve 

 olacak şekilde  ve   ayrık kümeleri vardır. O halde , 

 ve ,  olacak şekilde var olduğundan  

topolojik uzayı ’ dir. Benzer şekilde  topolojik uzayının da  olduğu 

gösterilebilir. 

 

Önerme 3.1.13. Bir  kümesi üzerindeki  ve  eşlenik quasi-pseudo metriklerinin 

quasi metrik olması için gerek ve yeter koşul  iki topolojili uzayının 

pairwise Hausdorff olmasıdır. 

 

İspat:   ve  eşlenik quasi-pseudo metrikler,  ve  olsun. O 

zaman  olacak şekilde  gerçel sayısı vardır. Buradan  



3. İKİ TOPOLOJİLİ UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSİYOMLARI  Nuray GÜL 

19 

 
 

olur. Gerçekten   olsun. O zaman  için,  

 dir. Buradan  ve  

olduğundan  elde edilir. Bu ise  

olması ile çelişir.  

 ve  olsun.  pairwise Hausdorff olduğundan uygun bir 

 için  olur. O halde ’ dır. Dolayısıyla , quasi metriktir. 

Benzer şekilde ’ nun da quasi metrik olduğu görülür. 

  iki topolojili uzayının pairwise Hausdorff olması  ve  

topolojik uzaylarının Hausdorff olmasını gerektirmez. 

 

Örnek 3.1.14. , , ayrık topoloji ve , sonlu tümleyenler topolojisi olmak 

üzere   pairwise Hausdorfftur. Gerçekten ,  olsun. , 

,  ve  olup  olduğundan 

 pairwise Hausdorfftur. Ancak  Hausdorff değildir.  Hausdorff 

olsun. ,  için  ve  olacak şekilde  ayrık kümeleri 

vardır.  olduğundan ’ dir. , sonsuz,  sonlu küme 

olduğundan çelişki elde edilir.  Hausdorff değildir. 

 

Tanım 3.1.15.  iki topolojili uzayı verilsin.  ve  sırasıyla ’ in -kapalı 

ve -kapalı ayrık alt kümeleri verildiğinde  ve  olacak şekilde  

ve  ayrık kümeleri varsa  iki topolojili uzayına pairwise normal 

denir. 
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Örnek 3.1.16. Örnek 2.1.4’ deki  iki topolojili uzayı pairwise 

normaldir.  iki topolojili uzayında  için kümesi -kapalı, 

 kümesi -kapalı ve  olsun. O zaman, 

 

 ve  

 

olacak şekilde ayrık  ve  kümeleri vardır. O halde 

 iki topolojili uzayı pairwise normaldir. 

 

Örnek 3.1.17. Bir  kümesi üzerinde  ayrık topoloji ve  herhangi bir topoloji 

olsun. O zaman  pairwise normaldir. Gerçekten , -kapalı, , -kapalı ve 

 ise  ve  olacak biçimde ayrık  ve  

kümeleri vardır.  

 

Önerme 3.1.18.  iki topolojili uzayının pairwise normal olması için gerek 

ve yeter koşul , -kapalı,  ve  iken, 

 

 
 

olacak şekilde  ve , -kapalı kümelerinin olmasıdır. 

 

İspat:  pairwise normal, , -kapalı,  ve  olsun. 

, -kapalı ve  olduğundan  ,  ve 

 olacak şekilde  ve -kapalı  kümesi vardır. Ayrıca 

 olduğundan istenen sağlanmış olur. 

, -kapalı, , -kapalı ve olsun.  ve  

olduğundan , 
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olacak şekilde  ve , -kapalı kümeleri vardır. , ,  

ve  olduğundan  pairwise normaldir. 

 

Tanım 3.1.19.  iki topolojili uzayı ve  fonksiyonu verilsin. Eğer 

 için  oluyorsa ’ ye -alt yarı sürekli 

fonksiyon denir. Eğer  için  oluyorsa 

’ ye -üst yarı sürekli fonksiyon denir. 

 

Örnek 3.1.20.  herhangi iki topolojili uzay ve  olmak üzere  

olsun. O zaman  fonksiyonu -alt yarı sürekli ve -üst yarı süreklidir. 

 Aşağıdaki teorem Urysohn lemma’ nın iki topolojili uzaylardaki 

genellemesidir.  

 

Teorem 3.1.21.  iki topolojili uzayının pairwise normal olması için gerek ve 

yeter koşul , -kapalı ve , -kapalı ayrık kümeleri için aşağıdaki koşulları 

sağlayan bir  fonksiyonunun var olmasıdır. 

(a)  ve  

(b) , . 

 

İspat:  Kabul edelim ki  iki topolojili uzayı pairwise normal olsun. , 

-kapalı ve , -kapalı ayrık kümeler olsunlar.  ve  olarak 

alalım. Bu durumda , -kapalı, , -açık ve  olur.  pairwise 

normal olduğundan  olacak şekilde , -açık ve , -kapalı 

kümeleri vardır.  ve  kümelerine aynı işlem devam ettirilirse;  
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olacak şekilde , -açık, , -kapalı kümeleri vardır. Bu işleme devam 

edildiğinde  olmak üzere; 

 

-kapalı 

 

 -açık 

 

kümelerini elde ederiz. Eğer  başka bir diyadik sayı ise, 

 

  ve   

 

olsun. Bu durumda  için  olur.  fonksiyonu  

 

 
 

olarak tanımlansın. 

(a) Eğer  için  olur.  ise ’ 

dır. O zaman  için ’ dir.  olduğundan ’ dir. O halde 

 ve ’ dir. 

(b)  için  olduğundan  ve 

 olacak şekilde  vardır. Dolayısıyla  olur. O 

halde -üst yarı süreklidir. 
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 için  olsun.  ise ’ dir. O zaman  için ’ 

dir.  olduğundan  olur. Bu nedenle 

’ dur. O halde , -alt yarı süreklidir. 

:  olacak şekilde , -kapalı, , -kapalı kümeler olsunlar. 

 ve  olacak şekilde -üst yarı sürekli, -alt yarı sürekli 

 fonksiyonunu alalım. , -üst yarı sürekli olduğundan 

’ dir ve  olur. , -alt yarı sürekli 

olduğundan ’ dur ve  olur. Ayrıca 

 olduğundan  iki topolojili uzayı pairwise normaldir. 

 

Tanım 3.1.22.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  ve ’ nun sayılabilir birer 

bazı varsa  iki topolojili uzayına ikinci sayılabilir denir. 

 

Lemma 3.1.23. İkinci sayılabilir ve pairwise regüler bir iki topolojili uzay pairwise 

normaldir. 

 

İspat:  iki topolojili uzayı ikinci sayılabilir ve pairwise regüler olsun. O 

zaman  ve ’ nun her ikisininde sayılabilir bazları vardır.  

 

 ve  

 

sırasıyla  ve  için sayılabilir bazlar olsunlar. , -kapalı, , -kapalı ve 

 olsun.  pairwise regüler olduğundan  ise, 

 

 
 

olacak şekilde  kümesi vardır. Aynı şekilde  ise, 

 



3. İKİ TOPOLOJİLİ UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSİYOMLARI  Nuray GÜL 

24 

 
 

olacak şekilde  kümesi vardır. 

 ise  olup,  

 

 
 

olacak şekilde  kümesi vardır. Benzer şekilde,  

 

 
 

olacak şekilde  kümesi vardır. 

Böyle devam edilirse  ailesi ile ’ nın bir -açık örtüsü ve 

 ailesi ile ’ nin bir -açık örtüsü elde edilmiş olur.  ve 

 olduğundan  ve  ailesi sayılabilirdir. Bu örtüler için yeni bir indeksleme 

yapılırsa, , ’ yı örten ve ’ nin elemanlarından oluşan sayılabilir bir 

aile ve , ’ yi örten ve ’ nin elemanlarından oluşan sayılabilir bir aile 

olur. 

 

 ve  

 

olarak tanımlansın. 

 ve  

 

olsun. ’ dir. Bunu kanıtlamak için  olduğunu varsayalım. O 

zaman  için  ve  olur.  ve ’ nin tanımından 

ve ’ dır.  ve  tanımından , 

 ve ,  olur. Buradan  için 
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,  için  elde edilir. Eğer  ise  

olur ki  olması ile çelişir. Eğer  ise  olur ki  

olması ile çelişir. O zaman ’ dir. Şimdi  olduğunu gösterelim.  

ise  olacak şekilde  vardır.  için  olduğundan 

 olur. O halde  olur. Benzer şekilde  olduğu görülür. 

 

Teorem 3.1.24.  iki topolojili uzayı ikinci sayılabilir ve pairwise regüler ise 

quasi pseudo metriklenebilirdir. 

 

İspat:  iki topolojili uzayı ikinci sayılabilir ise  ve ’ nun sayılabilir 

bazları vardır. 

 

 ve  

 

sırasıyla  ve  için sayılabilir bazlar olsunlar.  pairwise regüler ve ,  

için baz olduğundan her bir  ve  için, 

 

 
 

olacak şekilde bir  kümesi vardır.  sayılabilir bazının  şeklinde 

oluşturulan sıralı çiftlerinin  koşulunu sağlayanları yeniden 

 şeklinde indeksleyelim.  için ,  olsun. 

Lemma 3.1.23’ ten  iki topolojili uzayı pairwise normaldir. Teorem 3.1.21’ 

den  için, 

 ve  

 

olacak şekilde -üst yarı sürekli, -alt yarı sürekli  fonksiyonu vardır. 

 için, 
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olmak üzere; 

 

 
 

fonksiyonunu tanımlayalım.  bir quasi-pseudo metriktir. 

(p1)  için  olduğundan  olur. 

(p2)  için, 

 

 ve  

 

eşitsizliklerini taraf tarafa toplarsak;  

 

 
 

elde edilir.  olduğundan; 

 

 
 

olur. Buradan   elde edilir.  

Önce sabit bir  için  fonksiyonunun ’ ye göre -üst yarı sürekli 

olduğunu kanıtlayalım. Bunun için  olmak üzere  

olduğunu göstermek yeterlidir.  alalım. O zaman  

olacak biçimde bir -üst yarı sürekli ve -alt yarı sürekli  

fonksiyonunun olduğunu biliyoruz. O zaman ’ dır. Ayrıca, 
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olur. , -üst yarı sürekli olduğundan, ’ dir. Buradan , 

 kümesi için ’ ye göre bir iç noktası olur. O zaman 

’ dir. O halde  fonksiyonu -üst yarı süreklidir. Şimdi de 

sabit bir  için  fonksiyonunun ’ ye göre -alt yarı sürekli olduğunu 

gösterelim.  olmak üzere  alalım. O zaman  

olacak biçimde -üst yarı sürekli ve -alt yarı sürekli  fonksiyonu 

bulunabilir.  ve  olacak biçimde bir  sayısı seçelim. Bu 

durumda, 

 

 
 

elde edilir. O zaman ’ dur. O halde  fonksiyonu -alt yarı 

süreklidir.  için, 

 

 
 

fonksiyonunu tanımlayalım. ,  quasi-pseudo metriğinin eşleniğidir.  

fonksiyonunun -üst yarı sürekli ve -alt yarı sürekli olduğu  fonksiyonuna 

benzer olarak gösterilebilir. quasi-pseudo metrik  ile ’ in ürettiği topolojiler 

sırasıyla  ve  olsun. O zaman  ve  olur.  fonksiyonu ’ ye 

göre -üst yarı sürekli olduğundan; 
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olur. Böylece  elde edilir. Tersine   ve  ise,  

 

 
 

olacak biçimde bir  sayısının bulunabildiğini biliyoruz. Ayrıca  ve 

 ise, 

 

 ve   

 

olacak biçimde -üst yarı sürekli ve -alt yarı sürekli fonksiyonu  vardır. Söz 

konusu  için,  

 

 
 

olur. Gerçekten  ise, 

 

 ve  

 

dir.  olduğundan ’ dır. O zaman ’ dir. Buradan 

 elde edilir. O halde  olur.  için  olduğundan 

 elde edilir. 

Şimdi ’ nun  bazına aynı metod uygulanırsa  pairwise 

regüler ve ,  için baz olduğundan  ve  için, 
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olacak şekilde  kümesi vardır.  koşulunu sağlayan 

 ailesi tekrardan  için ,  olacak biçimde 

indekslenirse ,  olacak biçimde , -alt yarı 

sürekli, -üst yarı sürekli  fonksiyonu bulunabilir.  

 için  olmak üzere; 

 

 
 

fonksiyonunu tanımlayalım. 

Sabit bir  için  fonksiyonu ’ ye göre -alt yarı sürekli ve -üst yarı 

süreklidir. , ’ nin eşleniği olarak tanımlanırsa  ve  olduğu benzer 

şekilde gösterilebilir. 

 için  ve  

olsun. , quasi-pseudo metriktir ve , ’ ün eşleniğidir. 

 

 
 

olduğunu gösterelim. , bazı  olan topolojidir. 

Ayrıca  ve  olur. 

 ve  olsun.  ve 

 olduğundan  olur. Tersine  ve 

 ise  olacak şekilde  ve  vardır. O zaman 

 ve ’ dir.  alınırsa 

 elde edilir.  
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 olduğunu gösterelim.  olduğundan  olur. 

 ve  olduğundan  olur.  

 olduğunu gösterelim.  iken  olur.  ve 

 olduğundan  elde edilir. 

 

Önerme 3.1.25.  bir quasi-pseudo metrik uzay olsun.  ve  için 

 ve , -açık, , -açık 

ve , -kapalı kümelerdir. 

 

İspat:  olsun.  için  olacak 

şekilde  sayısını seçelim. O zaman ’ dir.  olsun. O halde 

’ dir. ’ 

dir. 

 olsun.  olsun.  olacak 

şekilde  sayısını seçelim. O zaman ’ dir.  olsun. O 

zaman ’ dir.  

 olduğunda  elde 

edilir. O halde  olur. Böylece , -açık olduğundan , -kapalı 

olur. 

 olsun.  için  olacak şekilde 

 sayısını seçelim.  ise ’ dir. 

 

 
 

O halde  için  olduğundan , -açıktır. 

 olsun.  için  olacak şekilde 

 sayısını seçelim.  ise ’ dir.  
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olduğundan  elde edilir. O halde  için  olduğundan , -

açıktır. 

Önerme 3.1.26. ,  üzerinde  ve  eşlenik quasi-pseudo metriklerle 

oluşturulan iki topolojili uzay olsun. Bu durumda; 

(i) Sabit bir  noktası için  fonksiyonu ’ ye göre -üst yarı 

sürekli, -alt yarı süreklidir. 

(ii) Sabit bir  noktası için  fonksiyonu ’ e göre -alt yarı 

sürekli, -üst yarı süreklidir. 

 

İspat: (i)  olduğundan , -üst 

yarı süreklidir. 

 
olduğundan , -alt yarı süreklidir. 

 

(ii)  olduğundan , -üst yarı 

süreklidir. 

 olduğundan , -alt yarı 

süreklidir. 

 

Önerme 3.1.27.  ve  sırasıyla  ve  eşlenik quasi-pseudo metrikleri ile 

oluşturulan quasi-pseudo metrik topolojileri olsun.  

(i)  pairwise regülerdir. 

(ii)  pairwise normaldir. 

 

İspat: (i)  ve , ’ in -komşuluğu olsun. O zaman  için,  

 



3. İKİ TOPOLOJİLİ UZAYLARDA BAZI AYIRMA AKSİYOMLARI  Nuray GÜL 

32 

 
 

dir.  olacak şekilde  seçilirse  olur. 

, -kapalı ve  olduğundan 

’ in her -komşuluğunun -kapalı bir komşuluklar bazı vardır. O halde , ’ ya 

göre pairwise regülerdir. Benzer şekilde ’ nun da  ’ ye göre pairwise regüler 

olduğu görülür.  pairwise regülerdir. 

 

(ii) , , , -kapalı ve , -kapalı kümeler olsunlar. Bu 

durumda, 

 

 ve  

 

olduğunu biliyoruz. O zaman  ve 

’ dır.  ve 

 olsun. O zaman  ve ’ dir. Ayrıca 

’ dır.  olsun.  için  ve  olur. O halde 

 ve  olur ki bu bir çelişkidir. Şimdi  

olduğunu görelim.  olsun. O zaman  olur. 

 olacak şekilde  seçilirse ’ dur. 

Gerçekten;  ise  dir. Lemma 2.1.9’ dan dolayı, 

 

 
 

olduğundan, 

 

 (1) 
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olur. Diğer taraftan  ve dolayısıyla; 

 

  (2) 

 

elde edilir. (1) ve (2)’ den;  

 

 

 

dır. O zaman  ve  olur.  olduğuda benzer yolla görülebilir.  

 

3.2. Pairwise Hausdorff Uzaylar 
 

 Bölüm3.1’ de pairwise Hausdorff uzayın tanımı ve bazı özellikleri verilmiştir. 

Bu bölümde ise  iki topolojili uzayı üzerinde pairwise weakly Hausdorff 

koşullarının bir  iki topolojili uzayında pairwise Hausdorff koşullarına 

geçişini inceleyeceğiz. 

 

Tanım 3.2.1.  üzerindeki bir topolojisinde ’ i içeren her  açık kümesi için 

 olacak şekilde bir  varsa  noktası,  üzerinde bir 

 ağının  limit noktası olarak adlandırılır.  

 Şimdi  pairwise weakly Hausdorff kavramını tanımlayacağız. 

Burada , ’ nın bir  topolojisine göre kapanışını belirtir. Özellikle   

yerine  yazarız. 

 

Tanım 3.2.2.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  üzerindeki bir  

ağı için  ve  olduğunda  oluyorsa 

 iki topolojili uzayına pairwise weakly Hausdorff denir. 

 Bir uzayın pairwise weakly Hausdorff uzay olması pairwise Hausdorff 

olmasına yetmeyebilir örnekle gösterelim. 
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Örnek 3.2.3.  ve  olsun.  iki 

topolojili uzayı pairwise weakly Hausdorff fakat pairwise Hausdorff değildir.  

Şimdi  olsun. 

 

 
 

 
 

 yönlendirilmiş olduğundan  vardır. 

. Dolayısıyla  olacak şekilde ’ de 

 ağı yoktur. 

 

 
 

dir. Böylece  iki topolojili uzayı pairwise weakly Hausdorfftur. Pairwise 

Hausdorff olmadığını gösterelim. 

 alındığında  veya  ve  

veya olmak zorunda olup  olur. Dolayısıyla  iki 

topolojili uzayı pairwise Hausdorff değildir. 

 

Tanım 3.2.4.  topolojik uzay ve  olsun.  olacak şekildeki her 

 için  oluyorsa ’ ya g-kapalı denir. 

  olsun. Herhangi bir  için; 

 

 
 

ve 
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olarak tanımlayalım. 

 

Teorem 3.2.5. (i) ,  üzerinde bir Kuratowski operatör, yani  tarafından 

üretilmiş alışılmış topolojidir. 

(ii)  

(iii)  için ya  kapalı ya da  g-kapalıdır. 

 

İspat: (ii)  olsun.   ise   kapalı olduğundan; 

 

 
 

 olur. 

 

 g-kapalıdır. 

 

 
 

 
 

dir. Böylece  dır.  

 

(iii)  için kabul edelim ki  kapalı olmasın.  olsun. Bu 

durumda  dir.  ise G açık olduğundan  

kapalı olur. Bu ise kabulümüzle çelişir. Böylece  dir. 
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 g-kapalıdır. 

 

Teorem 3.2.6. Eğer  iki topolojili uzayı pairwise weakly Hausdoff ise 

 pairwise Hausdorfftur. 

 

İspat: Kabul edelim ki  iki topolojili uzayı pairwise weakly Hausdorff ve 

,   ve  olacak şekilde  üzerinde bir ağ olsun. 

Teorem 3.2.5(ii)’ den  ve  dir. Bu durumda  

pairwise weakly Hausdorff olduğundan   dir. 

 

1.Durum: Kabul edelim ki -kapalı olsun. 

 olduğundan  dir. 

 

2.Durum: Kabul edelim ki {y}, -kapalı olsun. 1. duruma benzer şekilde  dir. 

 

3.Durum: Kabul edelim ki -kapalı olmasın ve {y}, -kapalı olmasın. 

Teorem 3.2.5(iii)’ den  ve  g-kapalı olduğundan  ve  

dir.  ve  olduğundan, 

 

 olacak şekilde bir  vardır. 

 

Benzer şekilde  ve  olduğundan, 

 

 olacak şekilde bir  vardır. 

 

 yönlendirilmiş küme olduğundan  ve  olacak şekilde bir  

vardır ve  olur. Böylece  dir. 
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Böylece  ve  olduğu her durumda  dir. Buradan  

 pairwise Hausdorfftur. 

 

Tanım 3.2.7.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  olduğu her 

durumda   ve  olacak şekilde  üzerinde bir   ağı 

varsa  iki topolojili uzayına bi-weakly Hausdorff denir. 

 

Önerme 3.2.8. ,  olacak şekilde iki topolojili uzay olsun.  

(i) Eğer  pairwise Hausdorff ise  Hausdorfftur. 

(ii) Eğer  Hausdorff ise  pairwise Hausdorfftur. 

 

İspat: (i) ,  olacak şekilde iki topolojili uzayı pairwise Hausdorff,  

 ve  olsun. Böylece,  

 

 ve  

 

olacak şekilde  ve  vardır.  olduğundan  Hausdorfftur. 

 

(ii) ,  olacak şekilde iki topolojili uzay,  Hausdorff ,  

ve  olsun.  olacak şekilde  ve  vardır. Böylece 

 pairwise Hausdorfftur. 

 

3.3.  İki Topolojili Uzayları 

 

Tanım 3.3.1. , bir  topolojik uzayının alt kümesi olsun. Eğer, 
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ise  alt kümesi  olarak adlandırılır. Bütün  kümelerinin ailesi  

ile gösterilir. O zaman  ,  üzerinde bir topoloji olup, daima  dır. 

 

Teorem 3.3.2.  topolojik uzayının Hausdorff olması için gerek ve yeter koşul 

 topolojik uzayınında Hausdorff olmasıdır. 

 

Tanım 3.3.3.  iki topolojili uzay olsun. Eğer hem  hemde  

Hausdorff ise  bi-Hausdorff olarak adlandırılır. 

 

Tanım 3.3.4.  bir topolojik uzay olsun. Eğer her g-kapalı kümesi kapalı ise 

 topolojik uzayına  -uzay denir. 

 

Tanım 3.3.5.  iki topolojili uzay olsun. Eğer ’ de her bir farklı  nokta 

çifti için, 

 

ya  ya da  ve  

 

olacak şekilde -açık kümesi  ve -açık kümesi  varsa  iki topolojili 

uzayına pairwise semi-Hausdorff uzay denir. 

 

Önerme 3.3.6. (i)  iki topolojili uzayının pairwise Hausdoff olması için 

gerekli ve yeterli koşul  iki topolojili uzayının bi-Hausdorff olmasıdır. 

(ii)  iki topolojili uzay, ,  –uzay ve ’ in -açık veya -

kapalı olduğu her durumda , -açık olsun. O zaman  iki topolojili 

uzayının pairwise semi-Hausdoff olması için gerekli ve yeterli koşul  iki 

topolojili uzayının pairwise semi-Hausdoff olmasıdır. 
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İspat: (i)  pairwise Hausdoff bir iki topolojili uzay olsun.  

olduğundan Önerme 3.2.8(i)’ den  Hausdofftur. Teorem 3.3.2’ den de  

Hausdofftur. Böylece  bi-Hausdorfftur. 

(  olduğundan açıktır. 

 

(ii)  iki topoloji uzayı pairwise semi-Hausdoff ve  

olsun. O zaman ,  ya da , ,  olacak şekilde bir -

açık kümesi  ve -açık kümesi  vardır. 

 

1.Durum: Kabul edelim ki  ve  olsun. Biliyoruz ki  ya -açık ya da 

-kapalıdır. 

 

(i) , -açık olsun. , ,  olacak şekilde -açık kümesi 

 ve -açık kümesi  vardır.  

(ii) , -kapalı olsun. ,  ve  olacak şekilde -açık 

kümesi  ve -açık kümesi  vardır. 

 

2.Durum: Kabul edelim ki   ve  olsun. 1.Duruma benzer şekilde iki açık 

küme vardır. 

Böylece iki durumdan  iki topoloji uzayı pairwise semi-Hausdofftur. 

(   için  olduğundan açıktır. 

 

3.4. -regüler Uzayları 

 

 Bu bölümde -regülerlik tanımını ve -regülerliğinden 

-regülerliğe dönüşümünü inceleyeceğiz. 
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Tanım 3.4.1.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  noktası ve  

olacak şekilde ki her -kapalı alt kümesi  için, 

 

 
 

olacak şekilde bir -açık kümesi  ve bir -açık kümesi  varsa  iki 

topolojili uzayına -regüler denir. 

 

Önerme 3.4.2.  sabit tamsayılar olsun. 

(i) Aşağıdakiler birbirine denktir. 

(1) , -regülerdir. 

(2)  noktası ve  , -açık kümesi için  olacak 

şekilde bir -açık kümesi  vardır.  

(3)  ve , -kapalı kümesi için  ve  olacak 

şekilde bir -açık kümesi  vardır. 

(ii) Eğer (i) de  alınırsa (1) - (4) birbirine denktir. 

(4)  ve , -kapalı kümesi için  ve olacak şekilde 

bir -açık kümesi  vardır. 

 

İspat: -regüler olsun.  noktası ve -

açık kümesi için -kapalı kümedir. Buradan -

regüler olduğundan   ve olacak şekilde -açık kümesi 

 ve -açık kümesi  vardır. Böylece, 

 

  
dir. 
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  noktası için , -kapalı kümesi verilsin. Bu durumda  

, -açıktır. (2) sağlandığından, 

 

 
 

olacak şekilde bir -açık kümesi  vardır. 

 

 , -regüler olsun. Bu durumda  olacak şekilde ki 

her -kapalı alt kümesi  için, 

 

 
 

olacak şekilde bir -açık kümesi  ve bir -açık kümesi  vardır.  

 

se  

 

 dir. 

 -regüler uzaylar her zaman -regüler değildir. 

 

Örnek 3.4.3. ,  ve ,  üzerinde alışılmış 

topoloji olsun. , -regüler fakat -regüler değildir. 

Kabul edelim ki , -regüler olsun. -kapalı 

kümesini alalım -regüler olduğundan -açık, , 

-açık ve  olacak şekilde  ve  açık kümeleri vardır.  
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dir.  sonlu olduğundan  sonludur. Bu durum olması ile çelişir. O 

halde , -regüler değildir. -regüler olduğunu 

gösterelim. Şimdi , -kapalı, olsun. Bu durumda , -açık 

olduğundan  sonludur. , -kapalı ve  için 

,  diyelim. 

 

 ve  

 

alırsak -açık, ve  

olur. Böylece , -regülerdir. 

 

Tanım 3.4.4. iki topolojili uzay olsun. Eğer noktası ve  

olacak şekilde ki -kapalı alt kümesi  için, 

 

 
 

olacak şekilde bir -açık kümesi  ve bir açık kümesi  varsa  iki 

topolojili uzayına -strongly regüler denir. 

 

Önerme 3.4.5.  olsun. 

(i) Eğer , -regüler ise dir. 

(ii) Eğer , -regüler ve  ise -regülerdir. 

(iii) Eğer bir –uzay ve  ise regülerdir. 

(iv) Eğer -strongly regüler ise -regülerdir. 

(v) Eğer -strongly regüler ise -regülerdir. 
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İspat: (i) -regüler olsun. O zaman Önerme 3.4.2’ den 

noktası ve -açık kümesi için  olacak şekilde bir -açık 

kümesi  vardır.  dir. Böylece -açıktır. 

 

(ii)-(iv)-(v) tanımdan açıktır. 

 

(iii)  bir –uzay ve  olsun. bir –uzay olduğundan  

regülerdir. noktası ve -kapalı kümesi için; 

 

  
olacak şekilde -açık kümeleri vardır.  olduğundan -açıktır. 

Böylece , -regüler ve (ii)’ den , -regülerdir. 

 

Teorem 3.4.6.  sabit tamsayılar olsun. 

(i) Eğer bir  iki topolojili uzayı -regüler ve topolojik uzayı 

bir –uzay ise bir Hausdorff uzaydır.  

(ii) Eğer (i) de  alırsak  pairwise Hausdorfftur. 

(iii) Eğer -regüler ve   topolojik uzayı bir –uzay ise 

 pairwise Hausdorfftur. 

 

İspat: (i)  iki topolojili uzayı -regüler ve  topolojik uzayı 

bir –uzay olsun. Kabul edelim ki  Hausdorff olmasın. O zaman  ve 

olacak şekilde  üzerinde bir  ağı vardır. Biliyoruz ki  

ya  -kapalı ya da  -açıktır. 
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1. Durum: , -kapalı olsun.  olduğundan Önerme 3.4.2(ii)’ den  

ve olacak şekilde -açık kümesi  vardır.   olduğundan 

olduğu her durumda  olacak şekilde vardır. Benzer 

şekilde  olduğu her durumda  olacak şekilde  vardır. 

Şimdi  ve  olacak şekilde alalım. O zaman 

 dir ve bu da  olması ile çelişir. 

 

2. Durum: , -açık olsun.  alırsak , -kapalıdır ve  dir. 1. 

Duruma benzer bir çelişki elde edilir.  

Böylece   Hausdorfftur. 

 

(ii) (i) de  alırsak  iki topolojili uzayı -regüler ve  

topolojik uzayı bir –uzay ise  bir Hausdorff uzaydır. Teorem 3.3.2’ den 

 Hausdorfftur. Böylece  bi-Hausdorfftur. Önerme 3.3.6(i)’ den 

 pairwise Hausdorfftur. 

 

(iii) -regüler ve   topolojik uzayı bir –uzay olsun. ’ de 

 nokta çifti için , -kapalı ve  dir. Böylece ,  ve 

 olacak şekilde -açık kümesi  ve -açık kümesi  vardır. O zaman 

 pairwise Hausdorfftur. 

 

Teorem 3.4.7.  sabit tamsayılar olsun. 

(i) Eğer -regüler ve -regüler ise  bir Hausdorff 

uzaydır. 

(ii) Eğer -regüler ve  -uzay ise , 

-regülerdir. 
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İspat: (i) -regüler ve -regüler olsun. ,  

için; 

1. Durum: Farz edelim ki Teorem 3.2.5(iii)’ den , -kapalı olsun. 

-regüler olduğundan ,  ve  olacak 

şekilde  ve  vardır. -regülerlik ve Önerme 3.4.5(i)’ den  

ve Teorem 3.2.5(ii)’ den  dir. Böylece  ve , -açıktır. 

 

2. Durum: Farz edelim ki , -kapalı olsun. Benzer olarak , , 

 olacak şekilde ,  vardır.  

 

3. Durum: Farz edelim ki  ve , -kapalı olmasın. Teorem3.2.5(iii)’ den 

 ve  g-kapalıdır. Böylece  ve  -açıktır. 

Bu üç durumdan  Hausdorfftur. 

 

(ii) -regüler ve , –uzay olsun. ,  –uzay 

olduğundan   ve Teorem 3.2.5(ii)’ den dır. -

regüler olduğundan  olacak şekilde ki her -kapalı kümesi  için 

 olacak şekilde  ve  vardır. 

  ve  dır. Buradan  olacak şekilde ki her -kapalı 

kümesi  için  olacak şekilde  ve 

 vardır. Böylece , -regülerdir. 

 

3.5. İki Topolojili Uzaylarda Kompaktlık 
 

Tanım 3.5.1.  iki topolojili uzay ve , bu uzayın bir örtüsü olsun. Eğer 

 ise  örtüsüne -açık örtü denir. Ayrıca , ’ in en az bir elemanını 

ve ’ nin en az bir elemanını içeriyorsa  örtüsüne pairwise açık denir. 
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Tanım 3.5.2.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  iki topolojili 

uzayının her pairwise açık örtüsü sonlu bir alt örtüye sahipse bu uzaya pairwise 

kompakt denir. 

Örnek 3.5.3. , reel sayılar kümesi,  ve 

 olsun. , ’ nun bir pairwise açık örtüsü olsun. 

Bir  alalım. Eğer  olacak şekilde bir  varsa 

 bir örtü olur. Aksi halde  vardır. 

O zaman  olacak şekilde bir   vardır. ’ den dolayı 

 ve  olacak şekilde  vardır. Bu durumda 

, ’ yi örter. Böylece  pairwise kompakttır. 

 

Tanım 3.5.4. Eğer , X üzerinde bir topoloji ve , ’ in boş olmayan bir alt kümesi 

ise  üzerinde  topolojisi, 

 

 
 

şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 3.5.5.  iki topolojili uzayında aşağıdakiler birbirine denktir. 

(i)  pairwise kompakttır. 

(ii) ’ deki her  kümesi için  topolojisi kompakttır ve ’ deki her 

 kümesi için  topolojisi kompakttır. 

(iii) ’ in her -kapalı özalt kümesi -kompakttır ve ’ in her -kapalı özalt 

kümesi -kompakttır. 

 

İspat: (i) (ii)  pairwise kompakt,  herhangi bir -açık küme ve , 

’ in  açık örtüsü olsun. Böylece ,  için  

dir. O zaman , ’ in bir pairwise açık örtüsüdür. Bu yüzden 
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 şeklinde tanımlanan sonlu bir alt örtüye sahiptir. Eğer 

gerekirse alt örtüye  ekleyebiliriz. Bu durumda; ,  için 

’ nun istenen alt örtüsüdür. Böylece  topolojisi kompakttır. Benzer şekilde 

’ deki her  kümesi için  topolojisi kompakttır. 

 

(ii) (iii) ’ deki her  kümesi için  topolojisi kompakt ve , ’ in 

herhangi bir -kapalı özalt kümesi olsun. Böylece , -açık kümedir. 

, ’ nın bir -açık örtüsü olsun. , ’ in bir  açık 

örtüsüdür. Böylece bazı  tamsayıları için;  

 

 
 

yazabiliriz. Bu durumda; ,  -kompakttır. 

 

(iii) (i) ’ in her -kapalı özalt kümesi -kompakt, ’ in her -kapalı özalt 

kümesi -kompakt, , ’ in bir pairwise açık örtüsü, , ’ da -açık 

kümeler ve , ’ da -açık kümeler olsun. İki durum vardır. 

 

1. Durum:    olacak şekilde bir  seçelim. O 

zaman , -kapalı özalt küme ’ ın bir -açık örtüsüdür; bu 

yüzden  olacak şekilde bir  alt 

örtüsü vardır. Böylece ,  için ’ nun bir sonlu alt örtüsüdür. 

 

2. Durum:   , ’ in -kapalı özalt 

kümesi ve  dir. Böylece  olacak şekilde 

 alt örtüsü vardır. Eğer   ise ispat açıktır. 

Eğer   ise , ’ in -kapalı özalt 
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kümesidir. Hipotezden  olacak 

şekilde bir  alt örtüsü vardır. Böylece ,  

için ’ nun bir sonlu alt örtüsüdür. 

İki durumdan  pairwise kompakttır. 

 

Tanım 3.5.6.  iki topolojili uzay olsun. Eğer ’ in her -açık örtüsü için 

sonlu bir -açık alt örtüsü varsa , ’ ye göre -kompakttır.  iki 

topolojili uzayı ’ ye göre -kompakt ve ’ e göre -kompakt ise bu uzaya -

kompakt denir     

 Topolojik uzaylarda olduğu gibi herhangi bir sonlu iki topolojili uzay 

pairwise kompakttır ancak -kompakt olmak zorunda değildir. 

 

Örnek 3.5.7. ,  ve  olsun. 

 iki topolojili uzayı -kompakt değildir. Çünkü , ’ in bir -

açık örtüsüyken -açık alt örtüsü yoktur. 

 

3.6. Pairwise Lindelöff İki Topolojili Uzaylar  

 

Tanım 3.6.1.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  iki topolojili 

uzayının her pairwise açık örtüsü sayılabilir bir alt örtüye sahipse bu uzaya pairwise 

Lindelöff uzay denir. 

 

Önerme 3.6.2. Her pairwise kompakt uzay bir pairwise Lindelöff uzaydır. 

 

Tanım 3.6.3.  iki topolojili uzay olsun. Eğer   iki topolojili 

uzayının her pairwise sayılabilir açık örtüsü sonlu bir alt örtüye sahipse bu uzaya 

pairwise sayılabilir kompakt uzay denir 
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Önerme 3.6.4. Bir pairwise Lindelöff uzayda pairwise sayılabilir kompaktlık ile 

pairwise kompaktlık birbirine denktir. 

 

Önerme 3.6.5. Bir pairwise Lindelöff uzayın pairwise sürekli görüntüsü pairwise 

Lindelöfftür. 

 

Önerme 3.6.6. Herhangi bir ikinci sayılabilir iki topolojili uzay pairwise 

Lindelöfftür. 

 

İspat:  ikinci sayılabilir iki topolojili uzay,  ve  sırasıyla 

 ve  için sayılabilir bazlar ve , ’ in pairwise açık örtüsü 

olsun. Bazı   için  olacak şekildeki  tamsayılarının kümesi  

ve bazı  için  olacak şekildeki  tamsayılarının kümesi  

olsun.  olacak şekildeki ’ ların biri  ve  olacak şekildeki ’ 

ların biri  ile tanımlansın. O zaman ,  için ’ 

nun sayılabilir bir alt örtüsüdür.  olsun. , ’ i örttüğünden  olacak 

şekilde  vardır. Şimdi , ya -açık ya da -açıktır. Eğer , -açık ise 

 olacak şekilde bir  tamsayısı vardır. Böylece  olacak 

şekilde bir  kümesi vardır. Benzer şekilde; eğer , -açık ise  

olacak şekilde bir  tamsayısı vardır. Böylece  olacak şekilde bir 

 kümesi vardır. Bu durumda  pairwise Lindelöfftür. 

 

Önerme 3.6.7.  iki topolojili uzay olsun. Eğer bu uzay pairwise Lindelöff 

ve , -kapalı ise , pairwise Lindelöff ve  Lindelöfftür.   

 

Teorem 3.6.8.  iki topolojili uzay olsun. Eğer bu uzay pairwise Lindelöff 

ve pairwise regüler ise pairwise normaldir. 
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İspat:  iki topolojili uzayı pairwise Lindelöff ve pairwise regüler olsun. , 

’ in -kapalı alt kümesi ve , ’ in -kapalı alt kümesi ve    olsun. 

Eğer  veya  ise ispat açıktır. Değilse ve , ’ in özalt kümesidir. 

 olsun. , ’ ye göre regüler olduğundan  ve  olacak 

şekilde bir -açık kümesi  vardır. Böylece , ’ nin -açık 

örtüsüdür, -kapalıdır ve Önerme 3.6.7’ den  Lindelöfftür. Buradan her i pozitif 

tamsayısı için  olacak şekilde  için ’ nun bir   

sayılabilir alt örtüsü vardır. Eğer; 

 

 
ve 

 

 
 

ise , -açık ve , -açıktır . O zaman  için  ve 

 dir. Bu durumda  olur. Benzer şekilde  için  

dir. Buradan her m,n için  olur. Şimdi , ’ nın -açık örtüsüdür ve 

’ den hiçbir küme ’ nın noktalarını içermez. Bu durumda , ’ nın bir -

açık örtüsüdür. Böylece;  

 

 ve , -açıktır. 

 

Benzer şekilde; 

 

 ve , -açıktır. 

 

Ayrıca  dir. Dolayısıyla  pairwise normaldir. 
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Sonuç 3.6.9. Herhangi bir ikinci sayılabilir pairwise regüler iki topolojili uzay 

pairwise normaldir. 

 

Sonuç 3.6.10.  Herhangi bir pairwise kompakt pairwise regüler iki topolojili uzay 

pairwise normaldir. 

 

Teorem 3.6.11. Herhangi bir pairwise Hausdorff pairwise kompakt iki topolojili 

uzay pairwise regülerdir. 

 

Teorem 3.6.12. Bir pairwise Hausdorff pairwise kompakt iki topolojili uzay pairwise 

normaldir. 

 

Tanım 3.6.13.  topolojik uzay ve  olsun. Eğer  kümesi sayılabilir 

sayıda açık kümelerin bir kesişimi olarak yazılabiliyorsa  kümesine  kümesi 

denir. 

 

Teorem 3.6.14.  iki topolojili uzay olsun. Eğer , ’ ye göre regüler ve 

 ikinci sayılabilir ise her -kapalı kümesi bir ’ dır. 

 

İspat:   iki topolojili uzay, , ’ ye göre regüler,  ikinci sayılabilir 

ve  herhangi bir -kapalı küme olsun. Eğer  ise ispat açıktır.  ise ; 

 

 
 

olacak şekilde -açık kümesi  vardır. ,  için bir 

sayılabilir baz olsun. Bazı  tamsayıları için  dir. 

 Şimdi  olduğundan  dir ve böylece  
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dir. Farklı  tamsayılarının sayısı sayılabilir olduğundan  bir ’ dır. 

 

Tanım 3.6.15.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  pairwise normal, 

her -kapalı kümesi bir  ve her -kapalı kümesi bir  ise  

uzayına pairwise perfectly normal denir. 

 

Teorem 3.6.16.  iki topolojili uzay olsun. Eğer  pairwise regüler 

ve ikinci sayılabilir ise bu uzay pairwise perfectly normaldir. 

 

İspat:  pairwise regüler ve ikinci sayılabilir olsun. Sonuç3.6.9’ dan 

 pairwise normaldir. Ayrıca Teorem 3.6.14’ den kapalı kümeler  dir. 

Böylece  pairwise perfectly normaldir. 
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