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1.GIRIS Serkan OKTEN

1.GIRIS

Bu tezde 2-Norm ve 2-Banach uzaylari incelenmistir. 2-Norm asagidaki

sekilde taumlanr.

X bir vektor uzay: ve |xf, X~ X Uzerinde tamml: reel degerli bir fonksiyon
olsun. x,y,z1 X veal j olmak lizere,

(2N1): %, y|® O, | y| =0 ancak ve ancak x vey lineer bagimliysa,

(2N2): %y =|y. x|,

(@N3): Jax y|=[a[x y].

(2N4): [x, y+7 £]x v +[x. 4.
kosullarini saglayan | e fonksiyonuna 2-norm ve (X,[x%) ikilisine de 2-normlu

lineer uzay veya 2-normlu vektor uzay yada kisaca 2-normlu uzay denir.

Bu calismada Sinirl1 Lineer 2-Fonksiyonellerle ilgili teoremler ve sonuglar
ele alinmustir.

Diger calismalar kisminda ise Hahn-Banach Teoreminin Genellestirilmis 2-
Normlu uzaylar Uzerine uygulanmast incelenerek ilgili teoremlere ve sonuca yer

verilmistir.
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2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Serkan OKTEN

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu calismada K, hem j, reel sayilar, hem de £, kompleks sayilar,
kimelerini ifade etmek icin kullamlmistir. K nin elemanlar1 skalerler olarak
adlandirilmustir.

2.1 Lineer Uzaylar

Tanim 2.1.1: X bir kime ve K bir cisim olsun. X" X 'den X ’'e
(x+y)+z=x+(y+2) (X,y)® x+y toplama ve (a,y)® ax skalerle carpma

fonksiyonlar: asagidaki kosullar1 saglarsa 0 zaman X e K cismi Uzerinde bir lineer
uzay veya vektor uzay denir.

x,y,zl Xvea,bl Kigin:

A (xty)+tz=x+(y+2),

A,) X+y=y+Xx,

A;) " xI Xigin x+0=0+x=x olacak bigcimde bir O X vardir,

A, " xI X ve xt0 icin x+(-x)=(-x)+x=0 olacak bigimde bir
(- )T Xvardr,

S) a(x+y)=ax+ay,

S) (a+b)x=ax+bx,

S,) a(bx) = (ab)x,

S,) Lx=Xx.

Bir lineer uzay j Uzerinde tammli ise bir reel vektor uzay ve £ Uzerinde
tanimli ise bir kompleks vektor uzay olarak adlandirilir.

A, -A, ozdlikleri X 'in toplama altinda bir abelian gurup oldugunu gosterir. X
'in elemanlarina noktalar veya vektorler denir. 0 semboli hem sifir skaleri hem de O
vektorunu gostermek icin kullamlir. Ayrica j , £ "nin bir alt kimesi oldugundan j
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Uzerindeki bir vektor uzay ayni zamanda £ Uzerinde de bir vektor uzay olarak ele
alinabilir.

Ornek 2.1.1: Reel sayilarin x=(a,,a,,..,a,) bicimli butin n-lilerinin
kimesi V, (i) ile gosterilsin. Asagidaki toplama ve skalerle carpmaislemlerine gére
V, (i) bir vektor uzayidir. Bu uzayan-boyutlu reel 6klid uzay: denir:

(a,..,a,)+(b,...,b,)=(,+b,,..,a,+b.),
g(@a,...a,)=(gm,,...0a,).

n=licin V,(i)=1i ve V,(£)=£ dir. Bdylece i ve £ kendi Uzerlerinde
birer vektor uzayidir.

Tammda asagidaki 6zellikler gorulir:

1) " xI X igin 0x=0,

2) "al Kigina0=0,

3) Sifir vektor O tektir,

4) Herbir xI X igin A, 'debelirtilen (- x) eleman tektir,

5 " xI Xigin (- )x=-x,

6) Xx,yl Xiki vektor olsun, x+y =z olacak bigcimde tek bir zI X vektori

vardir.

Ornek 2.1.2: X, bos olmayan bir S kiimesinden bir K cismine taniml1 tim
fonksiyonlarin kiimesi olsun.

(f+g))=fO)+a9®), @f)B)=af(t)
biciminde taniml: toplama ve skalerle carpma islemlerine gore X, K Uzerinde bir
vektor uzayidir.

Eger Ornek 2.1.2 ‘de S={1,...,n} alnrsa, V, (i) ve V,(£) ‘nin srasiyla i

ve £ Uzerinde birer vektor uzay: oldugu gorullir. Eger S=3 , tim pozitif tamsayilar
kimesi, alinirsa X, K 'nin elemanlarinin tim dizilerinin kiimesi olur, toplama ve

skalerle carpmaislemleri asagidaki sekilde tanimlanir:
@,)+(,)=(@,+b,). 9@, =(a,).
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Boylece bu diziler, tammlanmis olan islemlerle K Gzerinde V, (K) ile gosterilen bir
vektor uzay olusturur,

Eger Ornek 2.1.2 ‘de, S={(i,j): i=1..,m; j=1..,n} airsa X, K 'daki

tim m” n matrislerinin kiimesi olur. a} | K iken bir matrisi

am; a, L a,0
C.> 2 2
As (a) ca; a; L a“T
G 0 O I+
Gar al L a’p

bigiminde gosterirsek, X ‘deki toplama ve skalerle carpma islemleri asagidaki sekilde
ifade edilebilir:
@ +b, aj+b; L a'+b'd
(; 2 2 2 2 2'
a’+b} a’+b? L a’+b »
A+Ba+b9 oo "I=(@)+b)),
@;j)+(bj) ' ' o ot ( i)
gal +b1m a£n+b2m L a, +bn ﬂ

ve
asgai ®, L ;0
Q 2 2
®; ®: L @l-
A=q(a (;n n n~_
gA=g@})= ) .o MI(@Ja)
gga{“ ® L @ary

Bdylece tim m" n matrislerinin kiimesi yukarida ifade edilen islemlerle, K
Uzerinde K" biciminde gosterilen bir vektor uzayi olur.

E, K Uzerinde tanuml1 bir X lineer uzayimn bir alt kimesi olsun. x,yl E ve
a,bl K iken ax+byl E oluyorsa veya es deger olarak, x+yl E ve axl E
oluyorsa E 'ye X ’in bir lineer alt uzay: denir. Boylece E 'nin kendisi de K tizerinde
bir vektor uzayidir. {0} herhangi bir vektor uzayin alt uzayidir ve trivial lineer uzay
olarak adlandirir.

Tamm 2.1.2: X bir vektor uzayr ve M, X ’in bir alt kimesi olsun. Eger
herhangi bir m1 M icin M- m, kimesi, yani
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M-m={m-m:"ml MvemT M} kimesi, X 'in bir lineer alt uzay1 ise o
zaman M ’ye X ’de bir lineer manifold denir.

Xin her bir alt vektor uzay: bir lineer manifolddur.

X, toplama ve skalerle carpma islemleri ile [a,b] kapal: araliginda tammi:
tim reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun. X, Ornek 2.1.2 ’'den dolay:, j
Uzerinde bir vektdr uzaydir. E, X 'in X ‘deki tim sirekli fonksiyonlar: igeren bir alt
kimesi olsun. Eger f ve g slrekli fonksiyonlar, a ve b herhangi iki reel sayi ise
a f +bg sireklidir ve E, X 'in bir alt uzayidir. Bu uzay C[a,b] ile gosterilir.

Verilen bir X vektdr uzay: ve X 'in bir E alt uzayi ile asagidaki bicimde baska
bir vektor uzay: diizenlenebilir:

X 'de eger a- bl E ise a°b seklinde bir bagint: tammlanir. Bunun bir
denklik bagintist oldugunu gormek oldukga kolaydir. Ayrica, bu denklik bagintist su
Ozellikleri saglar: Eger a® b ve c°d ise a+c®b+d,ve" al Kicin a®b ise
aa® ab dir. Bu denklik bagintist X/E bolum kimesi ile gosterilir ve a ‘nin temsil
ettikleri de (a) denklik simifi biciminde ifade edilir. Bu durumda asagida tanimlanan
toplama ve skalerle carpmaislemleri ile X/E bir vektor uzayidir:

(@)+(0)=(a+b),a(a)=(aa).
Her zaman oldugu gibi boyle bir durumda gosterilmesi gereken sey bu tammlarin
temsil eden kullammlarinin bagimsiz oldugudur, érnegin, eger (a)=(ad) ve (b) = (b9
ise (a)+(b)=(a+b)=(at+bh=(ag+ (b9 oldugu gosteriimelidir. X/E lineer
uzayina X modil E "nin bolim uzay: denir.

Tamm 2.1.3: X bir vektdr uzayr olsun.” x,yl X ve al K icin asagidaki

kosullari saglayan reel degerli x® || fonksiyonuna X tizerinde bir norm denir.
(N,) |2 0 ve |x| =0 ancak ve ancak x=0 iken,
(N) [ax| =[]l

(Na) [x+ v €] +]y]-
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Uzerinde | x| normu ile tanimli olan X lineer uzayina normlu vektér uzay denir ve
(X.] - ) bigiminde gosterilir.
Ornek 2.1.3: Ornek 2.1.2 'deki V,(i) i Uzerinde bir vektér uzayidir.

V, (i) Uzerinde norm su sekilde tammlanir. " X = (X, %,,.., %,)1 V, (i) icin
1

=g e =G S

Gergekten de (N,),(N,) ve (N,) kosullar1 kolaylikla dogrulanabilir. Boylece,

(Vn( i) ||) bir normlu vektor uzayidir.
Ornek 2.1.4: Ornek 2.1.2 'den C[a,b], j Uzerinde bir vektor uzayidir.
fT C[a,b] *nin normu ise asagidaki sekilde tammlanr:

[ ]/=max|f (x)].
X Cla,b]

Gergekten de (N,),(N,) ve (N,) kosullar1 kolaylikla dogrulanabilir. Boylece,
(C[ab].] . ) bir normlu vektor uzayidr.

Vektor uzaylarin normu dogal olarak asagidaki gibi tanimlanan bir metrik
meydana getirir:

Tanim 2.1.4: Bir X kumesi Uzerinde, asagidaki kosullar1 saglayan
(x,y)® d(x,y) fonksiyonuna bir metrik (veya bir uzaklik fonksiyonu) denir.

"x,y,z1 X icin,

(D,) d(xy)* 0,

(D,) d(x,y)=0 ancak veancak x =y ise,
(D,) d(xy)=d(y.x),
(D,)d(xy)Ed(x2)+d(y,2)
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Uzerinde bir d metrigi ile birlikte tammlanan X kiimesine metrik uzay denir ve
(X,d) ile gosterilir.
Ornek 2.1.5: X bos olmayan bir kiime ve d reel degerli bir fonksiyon olsun,

10, x=y,
d(x,y)=i
( y) %L x1y.

Bu durumda d, X tzerinde bir metriktir, bu metrige discrete metrik denir.

Ornek 2.1.6: V, (i) 'de, reel degerli bir d fonksiyonu sdyle tammlansin,
"X (X% %) Y = (Vs Yoo Yo ) T Vi () fiGin,
d(x,y) :max{|>g -yl :L2,...,n} .
Boylece, (V,(i),d) bir metrik uzaydr.
Ornek 2.1.6: C[a,b| de d(f,g):max{|f (x)- g(x)|:xT [a,b]} olsun. Bu
durumda (C[a,b],d) bir metrik uzaydhr.
Eger (X,|.[) bir normlu vektor uzayr ise, d(xy)=|x-y| bir metrik

tanimlar. Boylece bir normlu lineer uzay tammlanan d metrigi ile daima bir metrik
uzay gibi degerlendirilebilir.

Bir metrik uzayda (ve dolayisiyla bir normlu vektoér uzayinda), dizilerin
yakinsakligi, Cauchy dizileri ve tamlik asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.1.5: {x,}, (X,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger " e >0 ve
"n3 N igin d(x,x)<e olacak bigimde bir N=N(e) tam sayis varsa {x}
dizisine, x noktasina yakinsiyor denir.

Tanim 2.1.6: {x,}, (X,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger " e >0 ve
"mn3 N igin d(x,,x,)<e olacak bicimde bir N=N(e) tam sayisi varsa {x}
dizisine bir Cauchy dizis denir.

Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
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Tamm 2.1.7: X 'deki her bir Cauchy dizisi bir noktaya yakinsiyor ise (X,d)
metrik uzayinatamd:r denir.

Tamm 2.1.8: Eger bir (X, || . |) normlu lineer uzay: bir metrik uzay gibi tam
ise, buna bir Banach uzay: denir.

Ornek 2.1.8: Ornek 2.1.3 deki (V,(i),].[) normlu lineer uzayr aym
zamanda bir Banach uzayidir.

Ornek 2.1.9: Ornek 2.1.4 (C[a, b],| - ||) normlu lineer uzay: ayni zamanda
bir Banach uzayidir.

Tamm 2.1.9: (X,,d,) ve (X,,d,) iki metrik uzay olsun. X, 'den X, 'ye
tamml1 f fonksiyonu " x,yT X, icin,

d,(f(x), f(y))=d,(xY)
esitligini sagliyor ise f 'e bir izometri denir. Eger X, 'den X, 'ye Orten bir izometri
var ise (X,,d,) ve (X,,d,) metrik uzaylarinaizometriktirler denir.

[zometrinin bir uygulamas: da kimi kiimelerde metrik tammmlamak igin bir
metot olarak onerilir. (X,,d,) bir metrik uzay, X, bir kime ve f, X, 'den X, ’'ye
bire-bir ve orten bir fonksiyon olsun. Eger " x,yT X, igin d,(x,y)=d,( f(x), f(y))
ise (X,,d,) bir metrik uzaydr.

Tamm 2.1.10: X bir lineer uzay olsun. X~ X ’den K ’ya tamml1, asagidaki
kosullar1 saglayan, skaler degerli, (x,y)® (X|y) fonksiyonuna X lineer uzay:
Uzerinde bir i¢ carpim denir.

"x .zl X veal K igin, kompleks eslenik (x|y) seklinde gosterilirken,

(1) (x]y)2 0. (X|y) =0 ancak veancak x=0 ise saglanabilir,

(1) (xly)=(ylx) .
(1) (x+y]z)=(x2)+(y[2).
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(1) (axly)=a(x]y).
Uzerinde bir () i¢ carpimi tamimi1 olan X vektdr uzayina bir i¢ carpim uzays

(veya pre-Hilbert uzay) denir ve (X , (>f>)) biciminde gosterilir.

Teorem 2.1.1: Eger (X(>f>)) bir i¢ carpim uzay: ise x| = /(X|x) X tizerinde
bir norm tammlar.

Teorem 212 Eger (X,(})) bir ic capm uzay: ise "x,yl X icin
|(x|y)| £]X[ly| dir, esitlik ancak ve ancak x ve y lineer bagimsiz iken saglanr.

Teorem 2.1.2 *deki esitsizlik Schwartz esitsidigi, Cauchy esitsidigi, Cauchy-
Schwartz esitsiZigi veya Cauchy-Bunyakovski-Schwartz esitsizligi olarak dabilinir.

Teorem 2.1.3: Eger (X(>f>)) bir i¢ carpim uzay: ise () ic carpimi X~ X
"de siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 2.1.1 ’den biliniyor ki bir i¢ carpim uzayi, ||x||:\/m seklinde
tanimlanan norm ile birlikte, bir normlu lineer uzay gibi g6z 6nine anabilir. Bu
norm (9 i¢ carpimin verdigi norm olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.11: Eger bir i¢ carpim uzayi i¢ carpimdan elde edilen norma gore
tam ise bu uzay bir Hilbert uzay: olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.10: V, (i) vektor uzayinda bir i¢ garpim, her x=(x,%,,K,x,),
y =¥ Yo K ¥)T VY, (i) igin (X]x) =%y, + %y, +K+ Xy, seklinde tammlansin.
(1,)- (1,) kosullarinin saglanchg: kolaylikla gorlebilir ve i¢ carpimdan ayni Ornek
2.1.3 ’deki gibi bir norm elde edilebilir. Boylece (V,(i),] x]) bir red Hilbert

uzayidir.

10



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Serkan OKTEN

Ornek 2.1.11: C[a,b] vektor uzayinda, bir i¢ carpim, " f,gT C[a,b| icin
b
(f]g)=Of (g(x)dx seklinde tammlansin. Bu durumda (C[a,b],(>f>)) bir ic

carpim uzayidir fakat tam degildir ve boylece bir Hilbert uzay: degildir.

Teorem 2.1.4: Eger (X,|.]) normlu vektor uzay: bir i arpim uzay ise
norm Paralelkenar Kuralim saglar, " x,yl X igin,
o+ x- o = 2(J + o).
Ayrica Paralelkenar Kurali bir normlu lineer uzayda saglanmiyor ise bu uzay

bir i¢ carpim uzayidir.

Tamm 2.1.12: C, bir X vektor uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger x,y1 C ve
tT [0,] igin tx+(1- t)T C oluyorsa C 'ye konveks denir.

Tamm 2.1.13: Eger E, X lineer uzayinin bir alt kimesi ise, E 'yi igeren en
kicuk A konveks kiimesine E 'nin konveks kabugu denir ve conv E seklinde
goserilir.

Teorem 2.1.5: : Eger E, X lineer uzayinin bir alt kiimesi ise,

u

convE:iz:z:én‘ ax,a?3o, én.a,»:l X1 Eg
|

i=1 i=1
dir.
Tamm 2.1.14: X, K Uzerinde bir lineer uzay ve E, X "in bir alt kimesi olsun.
(1) Eger E=-E={-x:xI E} ise Eye simetriktir denir.
(2) Egerher xI E icint|£t, iken t T E olacak bicimde bir t, >0 varsaE
"ye absorbing (veya absorbent) denir.
(3 Eger tE={tx:xI X, t1 K, [|{£41 E iseE’ye balanced denir.
(4) Eger tE+(1- HE={tx+ (- t)y:x,y] E tT1 [0} 1 E ise E 'ye affine

denir.

11
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(5) Eger E={tx+(1-t)y:x,yl E, tT R} iseE’yex vey’den gegen dogru

denir.

(6) Eger E={tx+(1- t)y:x yl E, t1 [01]} iseEyex vey yi birlestiren

dogru parcasi denir.

Ornek 2.1.13: X =i ={(x.%):%. %1 i} ve E:{(xl,xz):xf+x22 :]}
alinsin. X ’in simetrik ve absorbing oldugu kolaylikla goralir. Agik¢a, E konveks
degildir.

Ornek 2.1.14: X, bir kompakt Hausdorf uzayr ve C(x), X 'deki tim reel
degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda C(x) agik¢a konveks ve balanced

olur.

X, K Uzerinde bir lineer uzay olsun. X Uzerindeki fonksiyonlarin 6nemli bir
sinif1 asagidaki tammmla ele alinir.

Tamim 2.1.15: Asagidaki kosullart saglayan reel degerli p: X ® j

fonksiyonuna yarz-norm denir:

(D p(x)20

(2 p(x+y) £ p(x)+ p(y)

(3) Her x,yl X veheral j icin p@ax)=Ja|p(x)
Eger, p(x) =0 ancak ve ancak x =0, olursa yari-norma, norm denir.

Eger X, K Uzerinde bir vektor uzay1 ve p, X Uzerinde bir yari-norm ise
B, (0,0 ={x: p(x) <1} kimesi agik¢a konveks, simetrik, balanced ve absorbing olur.

Asagidaki teorem balanced, absorbing ve yari-norm olan konveks kimeler
arasindaki iliskiyi verir.

Teorem 2.1.6: X, K Uzerinde bir vektdr uzayr ve E kiimesi X 'in bir alt
kimesi olsun. E kiimesi asagidaki kosullar1 saglasin:

(&) E konveks,
(b) E balanced ve absorbing.

12
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Bu durumda X tizerindeki p.(x) =inf{t>0:xT tE} seklindetariml1 p, fonksiyonu
asagdaki ozellikleri saglar.

(1 p(x)20,

(2 p(x+y)=pe(¥)+pe(y),

3 pe(@x) =fa|pe(E),

@ {x:p.()<T ET {x:pe(®EY

Tamm 2.1.16: X 1 A bir kime olsun. X ’in bir alt kimeler toplulugu t ile
goderilsin. Eger t asagidaki kosullari saglarsat ’ya X tzerinde bir topoloji denir.

(1) XTt,At,

(2) t "nunherhangi bir ailesinin birlesimi yinet ’dadr,

(3) Eger O,K,0, 1t i, CO,CKCO, Tt
(X.t) ikilisine bir topolojik uzay denir. Kisaca X 'e bir topolojik uzay denir. t 'nun
elemanlarinaise agik kiime denir.

Tamm 2.1.17: Bir xI X icin, xI O olacak bicimde OT t kiimesini igeren
X 'in herhangi bir alt kimesine x 'in komsulugu denir. Burada O agik kiimeyi
gogterir.

Tamm 2.1.18: X, ve X, iki topolojik uzay ve f:X, ® X, tammlt bir
fonksiyon olsun. Eger f(x) ’in herhangi bir N, komsulugu icin, x 1 N, iken
f(x)T N, olacak bigimde x, 'in bir N, komsulugu var ise 0 zaman f fonksiyonu x,
noktasinda stireklidir denir.

Tamim 2.1.19: X, K Uzerinde bir vektor uzay: olsun. X Uzerindeki bir t
topolojisine gore +: X" X® X ve xK” X® X fonksiyonlar1 siirekli ise bu X
uzayina topolojik vektor uzayr veya lineer topolojik uzay denir. Bu kosullar altinda
t 'yaX Uzerinde bir lineer topoloji denir.

Tamm 2.1.20: X topolojik vektdr uzay: Gzerinde bir lineer topoloji alinsin.

Eger O (sifir) "in her komsulugu O "1n bir konveks komsulugunu igeriyorsa bu lineer
topolojiye yerel konveks topoloji denir.

13
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Teorem 2.1.7: Eger X, K cismi Uzerinde bir yerel konveks uzay ise 0 zaman

X'in topolojisi, yari-normlarin bir (p.),;, ailesi tarafindan belirlenir.
2.22-Norm

Tamim 2.2.1: X bir vektor uzayr ve |, X~ X uzerinde tamml1 reel degerli
bir fonksiyonolsun. x,y,zl X veal R olmak Uizere,

(2N1): |[%, y]|® 0.]|x, y]| = 0 ancak ve ancak x ve'y lineer bagimliiysa,

(@N2): [ v =]y .

(@3 ol =Fe o,

(@N4): [x v+ £|x ¥ +[x 4,
kosullarini saglayan |pxf fonksiyonuna 2-norm ve (X,[x%) ikilisine de 2-normlu

lineer uzay veya 2-normlu vektor uzay yada kisaca 2-normiu uzay denir. [x{

negatif olmayan bir fonksiyondur.

Ornek 2210 X =ji° ve x=(%,%,%), Y=(¥, ¥, ¥,) iken X tzerinde 2-

norm
a ] k'_
ey =l vi=|dee %, %
Yi Y2 Yag

seklinde taimlansin. Bu durumda (X, [x}) ikilisinin bir 2-normlu  uzaydr.
Gercekten:
(2N1): x,yT X vexiley lineer bagimli olsun, bu durumda bir ki § icin
y=kx olur, yani y=(¥;,Y,, ;) = (kx, kx,, kx,) dir. Boylece,
a‘ j k u.u
[ vl=lx yi=|detex %, %,
Vi Y2 Yag

14
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elde edilir.
Simdi |, y| =0 olsun. Bu durumda,
aal | ke
[ vl=lx" yi=|detgx % %
Vi Yo Yag

oldugundan ki j iciny = kxolmalidir. Béylece x ile'y lineer bagimli olurlar.
(2N2): x,yI X olsun,

a ] Kk '_

%y =[x yl=|detex % x,

i Y2 Yag

a ] k '_
= detgyl Y, y3
X% Xy

& ] ke
=(detey, Y, Vi
X X X

[y ¥ =]y
(2N3): x,yT X veal j olsun,

i ]  kd
lax y|=lax y|=|detSax ax, ax:
i Y2 Yoi

=la detg X,
éyl Y,

detg X, x3
éyl Yo Yag

15



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Serkan OKTEN

=fal[x
(2N4): x,y,z1 X olsun,
e i ] k
||x,y+z||:|x’ (y+z)|:detg X, X, X
éyl-'-zl Y.tZ, Y;tZyg

& | ko @ | ke
=|detéx %, X +detdx X, X
éyl Y. Yags Z, 7, Zy

& ] _ s ] kg
£det(;x1 X, ;+det(;xl X, X

S v 2 7, z;
] +Ix.4.

Sonug olarak, (2N1)-(2N4) kosullar saglandigindan, (X, [xf) ikilisi bir 2-
normlu uzaydir.

Ornek 2.2.2: [0,1] aralig1 Uizerinde derecesi £n olan reel polinomlarin kiimes
P ile gosterilsin. P, bilinen toplama ve skaler ile carpma islemleri ile reel sayilar
lizerinde bir lineer vektdr uzayidir. {X,X,,...%,,} [0 'de ayrik, sabitlenmis

noktalar olsun ve P, lzerinde 2-norm,

If.0l= 8 (%).04%)- F4x).9(x)

biciminde tammlansin. Bu durumda (P,,[x§) ikilisinin bir 2-normlu uzaydhr.

Gercekten:
(2N1): f,gl P, olsun. f ve g lineer bagimliise, g =kf olur. Bu durumda
gC¢=kf ¢ dir.

If.0l= 8] (%).04%)- F4x).9(x)

16
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N
]

[ (%) K 4x)- F4x) K (x)|=0

Simdi ||f,g[ =0 alinsin. g* 0 olsun,

Q,)o

=
Il

1

||f,g||=§1|f(xk)-g“(xk)- fqx).9(x)|=0
olur. Buradanher k=1,2,...,2n igin
F(%)94%)- 19x).a(x)=
elde edilir. Boylece, sol taraf f(x)g¥x)- f(x)¢g(x):P(x) biciminde
gogterilirse, P(x) polinomunun 2n tane sifir1 (kokU) vardir. Oysa bu polinom 2n-1

inci  derecedendir. O haldeP(x)=0 olur. fg¢ fg=0. Ote yandan

ge; & _ gngg‘tzo oldugundan é:k (sabit) olur. Buradan f =kg olur ve
g

béylece f ile g lineer bagimli olurlar.

(2N2): f,gl P olsun.
|f.q]= e}l %)-994x)- £4x.).9(x)
1 (140%)-0(%)- f(%)-94%))

:éllg(xk)-quk)- g9x)-f (%))
=[lg. f]
(2N3): f,gl P veal j olsun.

Q,)o

=

o £, gll—alaf )-94x)-afqx).9(x)

2

=&l (f (%)-9%%)- 14x).a(x))

k=1

=[a]& |(f (%)-994x)- F4x).9(x))

17
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=[a[]f. ]
(2N4): f,g,hl P, olsun.

F()-(a(x) +h(x)% 1%) (9(%)+h(x)

£ (%).990%) + £ (x)-he(x)- fqx).9(x)- F9x)h(x)

(f (%) 0%%)- F94x).9(x))*(f (%)hox)- fqx).h(x))
(1(5)-08%)- £806).0(x))#3 | () 60x)- fex)h(x)

2n
[f.9+hl=a

k=1

Qo T Qo

T
i

%n
£a
k=1

E[f.ql+[f.hl

Sonug olarak, (2N1)-(2N4) kosullan saglandigindan, (P,.[x§) ikilisi bir 2-
normlu uzaydir.
Ornek 2.2.3: (X,[x4) ikilisi bir 2-normlu uzay olsun, x,y,zl X icin,
[x+zy+2 £]xy|+]y. 4 +]z ]
dir. Bunun gosterilmesi igin 2-norm"un (2N4) 6zelligini kullanmak yeterli olacaktir.
[x+zy+Z£]xy+7+|zy+7

Efx y|+[x4+]z ¥ +|=7
=[x vl +[y.2+]z ]

Ornek 2.2.4: X = j° olsun. x=(a,b,¢), y=(a,,b,c,) X ’in elemanlar:
iken
[x Y| =[be, - be|+[ac, - ac|+|ab, - ab|
bigiminde tanimlanan fonksiyonun bir 2-normdur. Gergekten:
(2N1): x,yI X olsun. Eger bazi a reel sayilariicin y=ax ise,
[xyl=[n(ac)- (ab)c|+a (ac)- (aa)c|+[a (ab)- (aa)b|

=la (be - be)|+fa (ac - ac)| +fa (ab - ab)|
=0.

18
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Tersine, eger ||x,y|=0 ise x ile y 'nin lineer bagimsizlig: gosterilmelidir.

Eger |xy|=0 ise |bc,- bc|+|ac,- ac|+|ab,- a,b|=0 olur. Mutlak deger
negatif olmadigindan bc, - b,c, =0, ac,- a,c, =0 ve ab, - a,b =0 olmalidir. Eger

¢, 0 ise a =(c/c,)a, b=(c/c,)b, ve ¢ =(c/c,)c, olur. Burada a =¢/c,

ainrsa x=ay olur. Eger c,=0 ise cebirsel islemlerin sonucu olarak ya

x=(a,h,0) ve y=(0,0,0) yada x=((b/b,)a, (b/b,)b,,0) ve y=(a,b,0)
olur. Sonug olarak x iley lineer bagimlidir.
(2N2): x,yI X olsun.
[x Y| =lac, - ba|+[ac, - ac|+[ab, - &b
=|b,c, - boy| +]a,C - ac,|+[ah - aby|
=[y.A-
(2N3): x,y1 X vel 1 j olsun.

[x M =[b (1 c.)- (1) +a (1 c,)- (1 a)cl|+[a(lb,)- (I a,)b)
=|l (b, - b ) +|! (ac - ac)|+|l (ab. - ab)
=[1|(Ibc, - b/ +[ac, - a|+[ab, - ab])
=[]}y

(2N4): x,y,z1 X ve z=(a,b,,c,) olsun.

Ix y+7=|b(c, +c)- (b, +b) 6| +[a(c, +)- (& +as)g)
+[a (b, +B)- (3 +a)h]
=|(bc, - be) + (e, - b)) +|(ac - ac) +(ac - ag)|
+|(ab, - aby)+(ab;- afy)|
£|bc, - bo|+he, - bo|+|ac, - a,¢|+ac, - ag)
+[ab, - aby|+|ab; - ab)
=[x.2+]y.7-

Sonug olarak, (2N1)-(2N4) kosullan saglandigindan, (P,.[x§) ikilisi bir 2-

normlu uzaydir.
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3. 22BANACH UZAYI| Serkan OKTEN

3. 2-BANACH UZAY|
3.1 Cauchy Dizis

Tanim 311 {x}, 2-normlu X uzayinda bir dizi olsun. Eger

lim [|x, - X,,¥|=0 ve lim |x,- x,,2| =0 olacak bicimde X ' de lineer bagimsiz iKi

m,n® ¥ m,n® ¥
y ve z vektori varsa{ x,} dizisiney ve z'ye gére bir Cauchy dizisi denir.
Teorem 3.1.1: X bir 2-normlu vektdr uzay olsun.

) Eger{x} X’'deavebyegorebir Cauchy dizisi ise

b afl ve {1, bl
reel Cauchy dizileridir.

i) Eger {x} ve{y,} X’deaveb 'ye gore Cauchy dizileri ve {a,} bir
reel Cauchy dizisi ise {x,+vy,} ve {a,x,} dizleri de X 'de Cauchy
dizileridir.

Ispat:

i) (2N4) ozellizinden,

%ol =)0%, - %0) + %02

E[x,~ % al +[x,.a]

elde edilir. Buradan

[~ % & £ %, - %]
olur. Benzer olarak,

%2l 1%, & £ %, - ..
veya

- %l €% - 00 3]

olur. Boylece

21
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%@l - [ @l €11, - %]
elde edilir. Hipoteze gore { x,} bir Cauchy dizisi oldugundan

lim
m,n® ¥

Dol el i I, 2] =0

olur ve boylece {|x,.a|} bir reel Cauchy dizisidir. Benzer sekilde {||x,,b]} de bir
reel Cauchy dizisidir.
i)
106+ ¥a) - (%0 + ¥e) o8] =[(%, - %) + (Yo - V)-8
Elx- X +[¥o- Vo4l
bulunur. Burada limite gecildiginde hipotezden sag taraf O bulunur. Bu yuzden sol

tarafinda limiti O olur. Benzer islemlerle

lim ||(Xn + yn)_ (Xm+ ym)’b” =0

m,n® ¥

bulunur. Bu yiizden tammdan dolay: { x, +y,} dizisi X ’de bir Cauchy dizisidir.
simdi {a,x,} dizisini inceleyelim,

lanX, - @n%,a] =%, - @,%,) + (2%, - @nX,). |
Elonx, - ax al +[aqx, - a3
=laallx, - % &l *[an - an| % 8]
£k % - % +kefan - an|
burada {a,} ve {||x,.al} reel Cauchy dizleri oldugundan simrhdirlar. Bundan
dolay: énce |a,|£k, ve |x,,8|£k, yazildi. Ayrica, yine Cauchy dizileri olmalar:

nedeniyle ||x, - x,,a|® O vela,-a,|® O olur ve bdylece sa3 taraf O olur. O halde

im0

elde edilir. Benzer olarak,

lim [la,x, - a,X,.b|=0

m,n® ¥

bulunur. Bu yiizden {a,x.} , X ’de bir Cauchy dizisidir.
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Tamm 3.1.2: {x,}, 2-normlu X uzayinda bir dizi olsun. Eger her yi X icin

lim||x, - x, y| =0 olacak bicimde bir xI X varsa, {x,} 'eyakinsak diz denir. Eger

n® ¥

{x.} . x eyakinsiyor ise x, ® x seklinde yazilir ve { x,} *in limiti x "dir denir.

3.2 2-Banach Uzay

Tamm 3.2.1: Bir lineer 2-normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya 2-Banach uzay: denir.
Teorem 3.2.1: Herhangi bir 2-normlu X uzayinda

i) X ® xvey ® yisex +y ® x+y dir,
i) x ® xvea,® a isea x ® ax di,
iii) dmxX 3 2, x, ® x ve X, ® y ise x=y dir.
Ispat:
)
[0+ ¥0)- (x+y). 8] =(%,- X)+(va- ¥).4]
Efx,- xa|+|y.- v.a|® 0.

Boylece x, +y. ® x+Yy olur.
i)
la.x, - ax.a =[x, - a,x+a,x-axa|
£la,x, - a,xa|+[a,x-axa|
=laallx - x.a] +[a, - al|xa]
Ek[x,- x.&f +[a, - a[|xa].

Burada !1|®r§é1||>q1 - x,d|=0 ve Li@rg”an - a| =0 oldugundan esitsizligin sol tarafi da 0

olur. Boylece a x, ® ax olur.
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i)
x- v.al =[(x.- ¥)- (.- %).4]
£l - v+ (%, - x).].
Burada x, ® x ve x, ® y oldugundan her al X icin |x- y,a|=0 olur. Béylece
her al X icin x- y ve a lineer bagimlh olurlar. dimX 3 2 oldugundan x- y nin
bitin al X vektorleriyle lineer bagimsiz olabilmes icin tek yol x- y=0
olmasidr.

® olacak

Ornek 3.21: j®, ¢ boyutlu Oklid uzaym gostersin. x,y1 i
bicimde x=ai +bj +ck ve y=di+¢ + fk aaim. j* de2-norm,

j k »

1% v|=|x"y|= detga b c.

S e f

=|(bf - ce)i +(cd - af ) j +(ae- db)K

:g(bf - ce)” +(cd - af ) +(ae- db)zgy2

biciminde tarumlansin. Bu durumda ( i 3||><>|=|) ikilisinin bir 2-Banach uzay: oldugu
gogerilsin.
Ornek 2.2.1 "den |, y|| fonksiyonunun bir 2-norm ve (E3||><>|<|) 'nin bir 2-

normlu uzay oldugu biliniyor. Simdi bu 2-normlu uzaydaki her Cauchy dizisinin
yakinsak oldugu gosterilsin.

3 3

x =aji+b j+ck j°> 'de bir Cauchy dizisi olsun. Boylece j° 'de

mn®¥( - %) Y= mn®¥( X,) 7 =0 olacak hicimde lineer bagimsiz

olan y=di+¢+fk ve z=pi+qj+rk vektorleri vardr. {a}, {b} ve {c,} ’in

n

birer Cauchy dizisi olduklar1 gosterilsin.
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& | j k
(%~ %,)" ¥|=|detéa,- &, b,-b, c,-c,:
d e f oz

= G810, ) e(c,- o) +€(6- ) (3 )i

+@o(a,- a,)- d(0- b )5 Y

Y2
u

Boylece lim
m,n® ¥

(%, - X,)" ¥|=0 ancak veancak

m

a: lim gf (b,- b,)- e(c,- c,)g=0,

m,n® ¥
b: lim gd(c,- c,)- (a,- a,)§=0,
g: lim ge(a, - a,)- d(b, - b,)g=0,
olmast ile mimkunddr.

(%~ %) 4= (b, b,)- a(c,- c.)§ +ép(c.- ¢,)- (3~ a,)g
+@(a,- a,)- p(o,- b)Y

Boylece lim
m,n® ¥

(%, - X,)" 7 =0 ancak ve ancak

d: lim g (b,- b,)- a(c,- ¢,)g=0,
e: lim gp(c,- c,)- r(a,- a,)g=0,

m,n® ¥
z: lim g(a,- a,)- p(b,- b,)a=0,
olmasi ile mimkanddr.
d 'daher iki taraf - f ile carpilirsa,
lim g rf (b, - b,)+af (c,- c,)g=0
ve a 'daher iki taraf r ile carpilirsa,
lim gf (b, - b,)- re(c,- ¢, )g=0
elde edilir. Taraf tarafa toplanirsa,

lim gdf - re)(c,- c,)§=0

m,n® ¥

25



3. 22BANACH UZAYI| Serkan OKTEN

bulunur.
b 'daher iki taraf r ile carpilirsa,

lim grd(c, - c,)- rf (a,- a,)§=0
ve e 'daher iki taraf - f ile carpilirsa,

lim & pf (c,- c,)+rf (a,- &,)§=0

elde edilir. Bu son ikisinin taraf tarafa toplanmasiyla,
lim, grd- pf)(c,- c,)g=0
bulunur.
simdi {c,} in bir Cauchy dizisi olmacig: varsayilsin. Bu durumda of =re

ve rd = pf olur, buradan %——:H olur ki bu durum, x ile y lineer bagimsiz

oldugundan imkansizdir. Sonug olarak {c,} bir Cauchy dizisidir.
Benzer yaklasim ve islemlerle {a,} ve {b,} de birer Cauchy dizileridir.
Reel sayilarin tamligindan dolay: Ii®r§2an =a, Igglq1 =b ve Iggcn =c olacak

bicimde a, b ve c reel sayilar: vardur.

x=ai+bj+ck alaim. x ® x olsun. w=si+tj+uk j° ’'Un bir elemanm

olsun.
& | Pk
Li@rg(xn-x)’vq:!wi@rgdetéa\q-a b,-b c,-c.
S t u ¢

2 2

- lim&u(n,- b)- t(c, - o) +6s(c,- ©)- u(a, - 2
+@(a,- a)- s(b,- ) 4" =0
olur. Gunkdi lima, =a, limb, =b ve limc, =c dir. Boylece ( i 3||><>|=|) bir 2-Banach

uzayidhr.
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Ornek 3.2.3: Rasyonel sayilar iizerinde, tim katsayilar: rasyonel olan, (¢
boyutlu Oklid vektor uzayr Q° olsun. Q° 'de [x§ 'u Ornek 3.2.1 'deki gibi

n - k(k+1)
tammlansin. x, =8 10 2 i awnsin. |x, - x,,i| =0 dir. Gergekten n>m igin,
k=0
nok(k) o -K(k#)
x-x =10 2 i-§10 2 i
k=0 k=0
n k(k+1)
= é 10 2 i
k=m+1
0 halde,
g k(k+1
%< %,|=a 10 2
k=m+1
olur.Boylece,
& i kg
C . k) N
[%, - xi|=|det$ § 10 2 0 03=o0.
gk=m+1 _
§ 1 0 0]
Bu yiizden lim %, - Xui[| =0 dhr.
& [ j kg
C . Kk N
%, - xm,j||:detgé 10 2 0 0]
k=m+1 -
§ o 1 0]
&g - k(k+1) o
=g a 10 7 sk=lx -k =[x - x|
k=m+1 [/}
0 halde,
3 - k(k+1)
n!rlng]¥||xn- Xm’ J”:n!rlng]¥|xn- Xm|:n!rlnr(é)n¥ k:am.+110 ’
- (m+1)(m+2) -n(n+1)

10 2 +K+10 2 |=0

= lim
n,m® ¥
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olur. Boylece Iring1¥||xn - X, ]| =0 elde edilmis oldu. i vej Q* 'de lineer bagimsiz

oldugundan {x} Q° 'de bir Cauchy dizisi olur. Varsayilsin ki x, ® x olacak

bicimde bir x=ai +bj +ck T Q® olsun. Boylece lim |, - x, i =0 olur, ¢linki

& i j kg
C . ks N
lim|x, - x, j||-||m detga 10 2 -a -b -c]
n® ¥ k 0 _
§ o 1 0]
1
- k(k+1) 62 262
2 _ o= + =
—Ll@@@ga 10 a. +cC i 0
2

dir. Burada agikga ¢ =0 olmalidir. Boylece Ilma 10 2 =a olur. Buradan,

k0

n - k(k+1)
é. 10 2 _1+%+%+K nr:-n+1)
k=0 10 2

yazildiginda agikga goriilir ki | § 10 ) dizisi reel sayilarda bir irrasyonel sayiya
= tv)

i
18,
yakinsar. Bu durumda a bir irrasyonel say1 olmalichr. Q°® rasyonel sayilar tizerinde
tanmmlandigindan bu durum imkansizdir. Béylece Q® bir 2-Banach uzay: degildir.

Gahler (1964) gostermistir ki, B, bazi {e,e,} olan bir 2-normlu vektér uzay:
ise a,bl B igin a=a,g +a,e, ve b=b,g +b,e, iken 2-normun,

Ja.b] =laib, - @by Je.ef (%)

biciminde tarumlanr.

Teorem 3.2.2: Uzerinde tammlandig: cisim tam olan 2 boyutlu her 2-normlu
vektdr uzayi bir 2-Banach uzayidir.

ispat: B, bazi {g,e,} olan bir 2-normlu vektor uzay: olsun. {x,} B ’'de bir

Cauchy dizisi olsun. Boylece B 'de  lim ||xn X a|=0 ve lim|x, - x,.b|=0

m,n® ¥
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olacak bicimde lineer bagimsiz a ve b vektorleri vardir. x, =X, +X.,6,
a=ae +tae ve b=hbe +b,e, olsun. Bdylece (*) 'dan,
%= %o a] =[x~ %)@ (%2 X,0)es a8 +ae)
=Ja, (% - %)~ & (% - %) eel
olur. Benzer olarak yine (*) 'dan,
1% - X B =[8, (%0 - %) - B (%00~ X0 )| [
yazilir. Bu ifadelerde e, ile e, lineer bagimsiz olduklarindan |e, e[| O dir. Boylece,

lim |az(xn1' Xml)' ai(xnz' Xm2)|=o

m,n® ¥

ve
lim bZ(an_ Xml)_ bl(xnz_ Xm2)|=o

m,n® ¥

elde edilir. Burada,

lim €3, (%, - %) - @ (%2 - %z )§=0
ve

lim, @, (%~ %)~ B (%2~ X, )§=0
olur. Birinci esitlik b, ile carpilirsa,

lim éaQbZ(an_ Xml)' aibz(xnz' sz)[§|=0

m,n® ¥

ve ikinci esitlik de - a, ile carpilirsa,

lim é'azbz(xnl' Xml)"'azbl(xnz' sz)[§|=0

m,n® ¥

elde edilir. Bu iki esitlik taraf tafratoplandiginda,
lim (a0 - ab,)(x,, - %,,) =0

m,n® ¥
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olur. Burada a,b - ab, =0 olmasi halinde & :% olacaktir ki bu durumaileb ’nin
a b

lineer bagimsiz olmasindan dolay: imkansizdir. Bu durumda Iig1¥|xn2- Xmo| =0
olacaktir ve bundan dolay: {x,,} bir reel Cauchy dizisidir. Ayrica,

lim g8, (X1 - %) - 8 (% - %2 )B=0
ve
J,L[g; & (%~ %)~ 11 (X2 - X0 )B=0
esitliklerinde, birinci esitlik b, ile garpilirsa,
lim gab, (X - %)~ @b (X, - %) B§=0
ve ikinci esitlik de - a, ile carpilirsa,
J,Lg; 6 ab, (X~ %)+ ab (%, - X2)g=0
elde edilir. Bu iki esitlik taraf tafra toplandiginda,
lim (ab; - ab,) (X, - %) =0

olur. Burada ab - ab,* O oldugundan Iig1¥|xn1- X.a| =0 olacaktir ve bundan
dolay1 {x,} debir reel Cauchy dizisidir.
{xa} ve{x.,} reel Cauchy dizileri olduklarindan limx, =y, ve limx, =y,

olacak bigimde y, ve y, reel sayilar: vardir. X=y,g +Y,e, olsun. x, ® x oldugunu

varsayalim. ¢ =c,g +c,e, B 'nin bir eleman: olsun. Boylece (*) kullanilirsa,

“m”Xn' X’C”:Iim”(xnl_ yl)e1+(xn2' yz)ez’ciel"'czez”

n® ¥ n® ¥

= !J@I’Q Cz(an' yl)' Cl(XnZ - y2)|||e1’e2”
olur. Burada limx,, =y, ve limx,, =y, oldugundan dolay: L|®r9||>q1 - X,¢| =0 olur.

Boylece x, ® x olur. Bu durumda B bir 2-Banach uzayidir.
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Teorem 3.2.3: B, bir 2-normlu vektor uzay: olsun. Eger Iig1¥ %, - %,.d]|=0

ise, 0 zaman {||xn x,d||} dizisi her x1 B icin yakinsak bir dizidir.
Ispat:
[ - xdl =[x~ + %, - %,
£ %~ i df+[%0 - x.d
olur ve buradan,
% - xdl- %, - x d[ £]x,- % d] - (*)
elde edilir. Benzer olarak,
%= x.dl- %, - x A £]x, - x,.d]
veya
I - %o dl£]x - xod] - - xd] (%)
olur ve boylece (*,) ve (*,) 'den,
[ %, - %= - xdlf [£]]x, - . d

bulunur. Burada lim |, - %,.d|| =0 oldugundan,

lim
m,n® ¥

%, - x.d]- %, - x.df|=0
olur. Bunun sonucu olarak {||x, - xd|} dizisi bir gercel Cauchy dizisi olur ve bu

yiizden {||xn - X, d||} dizisi yakinsak bir dizidir. Bu yakinsaklik x ’den bagimsizdir.

Teorem 3.2.4: Eger L!@@”X“ - x,d| =0 ise lim||x,,d| =[x.d| dir.

n® ¥
Ispat:

% dl =[x, - x+x.d|
E[x, - x.d]+[xd|

olur ve buradan,
% d]- [x df[ £]x, - x.d]  (*)
elde edilir. Benzer olarak,
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[x.dll- [x,.d] £]x, - x.d]
veya
- %, - x.d| £]x.d]- [xd] (%)
bulunur. Béylece (*) ve (**) 'dan,
| I%..dl- [xdll |£]x, - x.d]
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafiun limiti alindiginda, I!E{)r!g”)q1 x,d|=0
oldugundan,

lim| ;. d]- [x.d] |=0

n® ¥

olur. Boylece L|®r9||>q1d||:||xd|| bulunur. Ek olarak eger hipotezde d =x alinirsa

L!@T”)%X” =X =0 oldugu goriilr.
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4. SINIRLI LINEER 2-FONK SIYONELLER
4.1 Sinirh Lineer 2-Fonksiyonel

Tamm 4.1.1: A ve C, 2-normlu bir vektdr uzayinin lineer manifoldlar: olsun
Tamm kimesi A" C olan reel degerli bir fonksiyona bir 2-fonksiyonel denir.

Tanim 4.1.2: F, tamm kimesi A" C olan bir 2-fonksiyonel olsun. Eger F,
)  F(a+cb+d)=F(ab)+F(ad)+F(cb)+F(cd),
i)  a,b cisminelemanlari olmak tizere F (aa,bb)=abF (a,b),
kosullarin sagliyorsa F "ye bir lineer 2-fonksiyonel denir.
Tamm 4.1.3: F, tamm kimesi D (F) olan bir lineer 2-fonksiyonel olsun. Her
(a,b)T D(F) icin |F (a,b)| £K |a,b| olacak bicimde bir K reel sayisi var ise F 'ye
sinerleder denir. Eger F sinirli ise F 'nin normu,
|F||=inf{K:|F (ab) £ K]a,b]," (ab)l D(F)}
biciminde tammlanir. Eger F sinurh degil ise |F| = +¥ bigiminde tamlanr.
Ornek 4.1.1: B, bazi {g,e} olan bir 2-normlu vektdr uzayr olsun.
a=a,g +a,e, ve b=Db,g +b,e, iken F(ab)=a,b,- a,b, biciminde tammlansin.
Ayrica c=v,e +Vv,e, ve d =d,g +d,e, olsun.

F(a+tcb+d)=(a,+v,)(b,+d,)- (a,+V,)(b, +d,)
=a,b,+ad,+vb,+vd,-a,b,-ad, - v,b - v.d,
=(a,b,- a,b,)+(ad,-a,d,)+(vb,- v,b,)+(vd,- v.d,)
=F(ab)+F(ad)+F(cb)+F(cd)
dir.
F (aabb)=aa,bb, - aa,bb,
=ab (a;b,- a,b,)
=abF(a,b)

33



4. SINIRLI LINEER 2-FONKSIYONELLER Serkan OKTEN

dir. Boylece F, bir lineer 2-fonksiyoneldir.

Bazi {e,e,} olan bir 2-normlu vektér uzayinda 2-norm,

lab]|=[a;b, - a,b,|.|e. &)
bigiminde oldugu bilinmektedir. Buradan,

1
|a1b2 - a2b1| = ”el’—eZ”a’ b”
olur ve

|F (a, b)| =la,b, - a,b,|

esitliginde yerine yazilirsa
1
|F (a b)| = ey |a.b]

elde edilir. K3

” ” oldugundan F, sinirl1 bir lineer 2-fonksiyoneldir.
8,6

Ornek 4.1.2: (E,[px§) Ornek 3.2.1 ’de taimlanan 2-Banach uzay: olsun.

F(x y)=xgy bicimine tammlansin. Burada g, vektdr analizindeki skaler carpimi

gostermektedir. F bir sinirsiz lineer 2-fonksiyoneldir. Gergekten:
F(a+c,b+d)=(a+c)yb+d)
=agb+agd +cgb +cyd
=F(ab)+F(ad)+F(cb)+F(cd)
dir.
F(aabb)=aagbb
=ab (agb)
=abF(a,b)
dir. x=ai+bj+ck ve y=di+eg+fk icin xyy=ad+be+cf dir. Buradan

2~

C%H—‘

[F (% y)|=lad +be+cf| dir. |xy|=|x"y|=§bf - ce)’ +(cd - af )" +(ae- db)
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oldugundan sinirlilik saglanacak bicimde bir K3 O sayisi bulunamaz. |a|, a 'nin

1
uzunlugunu gésteriyor iken G(x,y) = (|x|2|y|2 - |xgy|2)2 biciminde tarumlanan G ise

o [of" - fagbf” =[a" bf
oldugundan dolay1 bir sinirl: lineer 2-fonksiyoneldir. Gergekten:

1
2

[0 y)| =17 - o

1
2

:‘(a2+b2+c2)(d2+e2+ £2)- (ad +be+cf )*

:|a2d2+a2e2+a2f2+b2d2+b2e2+b2f2+c2d2+c2e2 +c?f?
1
- a?d?- b%e®- ¢*f2- 2adbe- 2adcf - 2becf |5
1
=|a2e2+a2f2+b2d2+b2f2+c2d2+c2e2- 2adbe- 2adcf - 2bect |2

dir.

MR

% v|=|x"y|= gbf - ce)” +(cd - af )" +(ae- db)zg
=gh*f? +c%’ - 2bfce+c®d® +a’f?- 2cdaf +a’e’ +d*b’ - 2aedb[§|%
dir. Boylece [G(x, y)| =[x y| =1xy] olup K =1 dir.
Lemma 4.1.1: Eger F, bir sinirli lineer 2-fonksiyonel ve (a,b)7 D(F) iken
aile b lineer bagimli ise F (a,b) =0 dir.
ispat: F simirh oldugundan her (x,y)T D(F) icin |[F (x, y)| £]F[llx.y| dir. a
ile b lineer bagiml oldugundan ||a, b]| = 0 dir. Boylece
F (ab)|£[Fl.0=0
olur. Boylece F (a,b) =0 olarak bulunur.

Teorem 4.1.1: F, tamm kimesi D(F) olan bir sinirl lineer 2-fonksiyonel

olsun.
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[Fll=sup{|F (xy)|:[x Y =1(xy)T D(F)}
=su l| | X Y[t O, (X, "
p| ”X y” > v * 0. (x )1 D(F)%
dir.
ispat: A:sup{|F(x,y)|:||x,y||:L(x,y)T D(F)} olsun. Her (x,y)1 D(F)
icin,
[F () £]F[lx v
oldugundan

AE[F] ()

olur. Varsayalim ||x, y||* 0 olsun. Burada,

X
., =1
] yH

Faei,ygmx
IR

dir. Boylece her (x,y)T D(F) igin |x y|* O iken |F(x,y) £ Alxy| dir. Eger

oldugundan

| ¥]|=0 ise tarumdan dolay: x ile y lineer bagimlidir ve Lemma 4.1.1 * den dolay:
F(xy) =0 olur. Boylece her (x,y)T D(F) igin |F(x, y)|£ A|x,y| dir ve buradan
[FleA =)

dir. O zaman (*) ve (**) "dan ||F||= A bulunur.

N F .
C:sup}| (x y)| % v 0.(x y)1 D(F)y olsun. |F| in tammndan, her

i %Vl

(xy)T D(F) icin|x, y|* O iken
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[F (xy)]
[ ¥
dir. Boylece her iki tarafin sup 'u alindiginda

CEJF| )

E[F|

elde edilir. Lemma 4.1.1 ve C ’nin tawmindan her (x,y)T D(F) igin
IF (% )| £CJ|x,y]| olur. Boylece
Flec )
dir. O halde (*,) ve (*,) "den ||F| = C olur. Sonug olarak |F| = A=C bulunur.
Tamm 4.1.4: F, bir lineer 2-fonksiyonel ve (a,b)T D(F) olsun. Verilen bir
e>0 icin |a- c,b|<d ve |c,b- d|<d veya |a- c,d|<d ve |ab- d|<d iken
IF(a,b)- F(c,d)|<e olacak bigimde bir d >0 var ise F, (a,b) 'de siireklidir

denir. Eger F tanim kiimesinin her bir noktasinda stirekli ise F stireklidir denir.

Teorem 4.1.2: |jx} bir sirekli 2-fonksiyoneldir.

Ispat:
Ja.b]=[(a- ¢)+c.b
E]a- c.bf +[c.bf
=Ja- c.b+[e.(b- d)+d]
E]a- c,b] +[le.b- d]+[c.d]|
olur. Buradan

a5} - Jlc.d] £ J]a- c.b +eb-d] - (*)
elde edilir. Ayrica
. ]l =c.(d - b) +b]
E]le.d- b +[c.b]
=Je.d- o] +[(c- &) +a.)
Eflc,d- b +lc- a,b]+]a.b|
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olur. Buradan ise
[c.d]- |la.b £]a- c.b +]c.b- d
elde edilir. Bu ifade diizenlenir ise

2] - c.d* - gla- c.b+[c.b- dlg ()
olur. Boylece (*) ile (**) "dan ve mutlak deger tammindan

| la.b]- Je.df [£]lc.b- d]+[a- c.b]

bulunur. Simdi e>0 verildiginde d:% secilirse Tamm 4.14 ’e gore
Je.b- df<d =2 vea- c.bf <d == iken

Jouof- .l £ 5+ =e
2 2

bulunur. Boylece |x§ sireklidir.

Teorem 4.1.3: F, tamm kiimesi D(F) olan bir lineer 2-fonksiyonel olsun.
Eger F, (0,0) *dasirekli ise D(F) ’in her noktasinda siireklidir.

ispat: F lineer oldugundan F (0,0)=0 dir. F, (0,0) ’da sirekli oldugundan
herhangi bir (c,d)T D(F) icin verilen bir e>0 sayist igin |c,d|<d iken
|F(c,d)|<% olacak bigimde bir d >0 vardir. (a,b)T D(F) olsun. Bu durumda
|la- x,b|<d ve|xb- y|<d iken

|F(a,b)- F(x ) :|F(a,b)- F (x,b)+F(xb)- F(x,y)|
£|F (ab)- F(x.b)|+|F (xb)- F(xy)

olur. Béylece F, (a,b) ’de siireklidir.

38



4. SINIRLI LINEER 2-FONKSIYONELLER Serkan OKTEN

Teorem 4.1.4: F bir lineer 2-fonksiyonel olsun. F siireklidir ancak ve ancak F

sintrhdir.

ispat: F ’in sirekli oldugu kabul edilsin. Bu durumda (a,b)T D(F) icin

|a,b] <d iken |F (a,b)| <1 olacak bigimde bir d >0 vardur. (c,d)T D(F) iincve

d lineer bagimsiz iken gmd?dg ele alinsin.
! (%]
c d
— = C’d =_
SR N
olur. Boylece F d d <1 dir. Buradan (F cd <— c,d|| olur. Bu durumda
%n a2

a.b <d, iken |F(a,b)|<% olacak bigimde bir d, vardir. ¢ ile d lineer bagimi ise

|lc.d]| =0<d, olur ve bdylece |F (c,d)|=0 dir. Boylece F sinirlichr.

F in simirl oldugu kabul edilsin. Her (x,y)T D(F) icin |F(x y)|<K|x ]|
olacak bicimde bir K3 0 sayisi vardir. Verilen bir e >0 icin d :Ki+1 olsun.

% y]|<d iken

|F(X’y)|£K”X’y" K+1<

dir. BoyleceF, (0, 0) "da siireklidir ve Teorem 4.1.3 ’ den dolay: F streklidir.

Tamim 4.1.5: B, bir 2-Banach uzay1 ve B, tamm kiimesi B” B olan tim

sinirl1 lineer 2-fonksiyonellerin kiimesi olsun. F,G1 B’ icin:
i) Her (a,b)i B” B icin F(a,b)=G(a,b) ise F=G dir,
i)  (F+G)(ab)=F(ab)+G(ab),
iy  (aF)(ab)=aF(ab),

olarak tamimlanr.
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Teorem 4.1.5: Tamm 4.1.3 ve Tannm 4.1.5 ' e gore (B|| . ||) Banach
uzayidhr.
Ispat:

(F+G)(a+cb+d)=F(a+cb+d)+G(a+c,b+d)

F(
F(ab)+F(ad)+F(cb)+F(cd)
(a,b)+G(a,d)+G(c,b)+G(c,d)
(F (a.5)+6(a) +(F (a.)+G(a.0))
(F+G)(aabb)=F(aabb)+G(aa,bb)

=abF (a,b)+abG(a,b)

=ab (F (a,b)+G(a,b))

+

Gla

=ab (F+G)(a,b)
ve
(F +G)(a,b)| =|F (a,b) +G(a,b)|
£|F (a,b)|+|G(a.b)|
E[IFlla.bl +/G[la. b
=(IFl+lcl)la.b.
O halde F +GI B ve |F +G| £|F||+|G| dir. Benzer olarak aFT B" dir. Boylece
B" bir vektor uzayidir. || . ||, B" tizerinde bir norm tarmlar ¢uinki:
1) Eger |[F|=0ise F=0,eger F =0 ise|F|=0 dur.
o Fl[=[al|F[-
[F+Gle|F]+]c]-
{F.}, B" "dabir Cauchy dizisi olsun. Béylece

lim |F, - F,[=0

mn® ¥

ve

F.(a.b)- Fy(ab)|£|F, - Fflab
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dir. O zaman her (a,b)T B” B icin {F, (a,b)} bir reel Cauchy dizisidir.
F(ab)= limF, (a,b) bigiminde tammlansin.

F(a+cb+d)=limF (a+cb+d)
=limF, (a+c,b+d)

=limgF (a,b)+F,(a,d)+F,(c,b)+F, (cd)g

n® ¥
= L|®rQF (a,b)+LgrQ = (a,d)+!1|¢m Fn(C,b)JngQ F.(c.d)
=F(ab)+F(ad)+F(cb)+F(cd).
Ayrica,
F(aa,bb):Li@)rQ F,(aa,bb)

=limab F,(ab)
=ab lim F.(ab)
=abF(ab).

Bu ylzden F, bir lineer 2-fonksiyoneldir.

Fall£]1F, - Ful
oldugundan {|F,[} bir reel Cauchy dizisidir. Bu durumda {||F,|} sirurlicir. Boylece
her niicin ||F,||£ K olacak bigimde bir K reel sayis vardr.

IF (a.b)|= n(a,b)‘

n® ¥ (a b)|
£ tim|F (2]

n® ¥

£K||(a.b)|
bulunur. O zaman F1 B’ olur. Varsayalm |a,bj|? O olsun. Verilen bir e >0 icin

mn>N iken |F,- F,|<e olacak bicimde bir N sayisi vardir. Bu yiizden, her

m,n> N icin
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|F..(a,b)- F,(ab) £|F,- F[llab
£|a.ble

olur. F(a,b) =lim F,(ab) oldugundan
IFy (ab)- F(ab)|<e|ja,b]

olacak bigimde bir M =M (a,b) > N sayisi vardir. Bu yiizden her n> N icin

F,(ab)- F(ab) £|F,(ab)- F, (ab)+|F, (ab)- F(ab)
£efa,b +ea b
- 2Jatle

dur. Eger |a,b| =0 iseaileb lineer bagiml: olacagindan Lemma4.1.1 " den
F.(ab)=0=F(ab)

olur ve boylece

F.(ab)- F(a,b)|£2||a,b||e

olur. Sonug olarak her (a,b)T D(F) veher n>N igin

F.(ab)- F(a,b)|£2||a,b||e

dir. Bu yuzden

F.(ab)- F(ab) £]F, - Fllabj€2]able
bulunur. Buradan her n>N igin |F,- F|£2e dur. Boylece (B|| : ||) bir Banach

uzayidhr.
Siradaki teorem, “ B’ lineer bagimhiliga gore bir 2-Banach uzayichr”
ifadesinin anlaminm agiklayacaktir. Burada B, bir 2-Banach uzay: olmanin, F ve G

lineer bagimli iken ||F,G| =0 kosulu harig, tim kosullarin: saglar. Baska deyisle F

ve G lineer bagimli olmasinaragmen ||F,G|* O olabilir.
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Teorem 4.1.6: (B||><>H) , lineer bagimiihga gore, |F,G|| =|F|( G| iken bir 2-

Banach uzayidir.

ispat: Teorem 4.1.5 "den B" 'in bir vektor uzayr oldugu biliniyor. |4

fonksiyonu, B" lizerinde lineer bagimliliga gore bir 2-norm tamimlar glinkd:

1) Eger |F,G|=0 ise F=0 veya G=0 dir; boylece F ve G lineer
bagimlidir. Fakat F =0 veyaa =0 olmadikca |F,a F| sifir olamaz.

2 |F.¢l=|Fllc|=[<lIF]=l|c.Fl.

3 |F.ac|=[Fllac]=|F| ] |c]=[al|F.¢]-

4) Teorem4.1.5’den |G +H| £|G|+||H|. Boylece,

[F.c+H[=|Fllc+H]
£FI(Ic] +1+I)
=[Flie]+1FlIH]
=[F.cl+[F.Hl.

n

{F}. (B.|x}) 'da bir Cauchy dizis olsun. Boylece B ‘da

lim ||F,- F,,G|=0 ve lim |F,- F, H|=0 olacak bicimde lineer bagimsiz G ve

mn® ¥ mn® ¥
H elemanlart vardir. Teorem 4.1.5 *deki aym yaklasimlarla, {F.}, (B|| . ||) "de bir
yakinsak dizidir ve bundan dolay: (B||><>|=|) uzayinda da yakinsaktir. Boylece
(B||><>|=|) , lineer bagimliliga gore bir 2-Banach uzayidir.

Eger (B',[x}), F ile G lineer bagimii iken |F,G|=0 ve F ile G lineer
bagimsiz iken |F,G|=|F||G| olacak bicimde yeniden tammlanacak olursa, o
zaman (B||><>|=|) uzayi,

[F.c+H]£]F.c]+[F.H]
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ozdligi, F ile G lineer bagimli ve F ile H lineer bagimsiz olmasi kosullarimin goz
Onine alinmast halinde daima dogru olmamast disinda 2-Banach uzayinin
ozelliklerini saglar.

Ayrica belirtilmeli ki Gahler (1964), eger (L,|.]) uzay: bir lineer normiu
uzay ise o zaman L Uzerinde bir 2-norm tammlanabilecegini ispatlamistir. Bununla
beraber L bir Banach uzay: olmadigi zaman L ’nin bir 2-Banach uzay: olup olmadigi
ispat gerektirir.

Notasyon: B bir 2-normlu vektér uzay ve bl B olsun. [b] sembold, b

tarafindan dogrulmus lineer manifoldu gosterir.
Siradaki teorem fonksiyonel analizdeki Hahn-Banach teoreminin benzeridir.

Teorem 4.1.7: B bir 2-Banach uzay: ve M ile [b], B ’de lineer manifoldiar
olsunlar. F, tamm kimesi M “ [b] olan bir sinirli lineer 2-fonksiyonel olsun. Bu

durumda asagidaki kosullar: saglayacak sekilde, tamim kiimesi B” [b] olan H gibi
bir lineer 2-fonksiyonel vardir:
i) Her (a,ab)i M" [b] icin H (a,ab)=F(a,ab).
i) [H]=]F]-
ispat: g7 B-M olsun. N={a +bg:al M,b keyfi} olsun. at ve at M
"nin elemanlar1 olsunlar.
F (a¢b)- F(ab)=F (a¢- atb)
E[Flla¢- agy
=[F[l(a¢+g)- (a¢+g).b
£|F[|(a+ g).b] +[F|a¢+ g.b]
dir. Bu ylizden
@ - |F|lla®+g.b]- F (a®b) £]F[lac+g,b]- F(ab)

dir. at¢ ve a#, M ’de degiskenler olsunlar. Boylece
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S=sup{- |F[|a®+g.b|- F(ab)}

£ inf {|F[la¢+ g.b| - F (a¢b)} =1
dir.r sayist SEr £1 kosulunu saglayan herhangi bir say1 olsun. a¢=a®=a alinsin.
Bu durumda (1) esitsizligi,

- |[Flla+g.b]- F(ab)£r £]F|a+g.b]- F(ab)
olur. Burada her terime F (a,b) eklenirse
- [Fllla+g.b[£r +F (a,b) £]F[fla+g.b|
elde edilir. Boylece
2 [F (ab)+r|£]F[la+g.b]
bulunur.
G fonksiyonu, N” [b] tizerinde,

G(a+bg,ab)=aF(ab)+abr
bigiminde tanimlansin.

G(a +h,g+a, +b,g,ap+ab)=G((a +a,)+(b,+b,)g,(a, +a,)b)
=(a,+a,)F(a +a,,b)+(a, +a,)(b, +b,)r
=a,F (a,b)+a,F(a,,b)

+a,F (a,b)+a,F(a,b)
+a,br+a,b,r+a,brr+a,b,r
=(a,F (a,b)+a,br)+(a,F (a,b)+a,b,r)
+(a,F (a,b)+a,b;r)+(a,F (a,b)+a,b,r)
=G(a,+b,g,a,p)+G(a, +b,g,a,b)
+G(a, +b,g,a,b)+G(a, +b,g,a,b).
G(d(a+bg),eab)=G(da+dbg,eab)
=aeF (da,b)+aedbr
=ed(aF(ab)+abr)
=edG(a+bg,ar).
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Bdylece G, F 'nin genisletilmisi olan, bir lineer 2-fonksiyoneldir. Gergekten, b * 0

iken (2) 'de a yerine E yazilirsa,

an , 0
F —,b++r
&b’y

.

elde edilir. Burada esitsizligin her iki tarafi |b| ile carpilirsa, tim b ’lar igin
[F(a.b)+br|£[F|la+bg.b| (*)
bulunur.
IG(a+bg,ab)|=|aF(ab)+abr|
=[a||F (a,b) +br]|
olur ve burada (*,)’ den dolay
G(a+bg.ab)|£fa||F|a+bg.b
=|Flla+bg.ab] (+)
bulunur. Béylece G sinirlidir ve |G| £]|F| dir. Guink:
|G =inf{K:|G(a+bg.,ab)|£ K|a+bg,abl}
dir. (*,) esitsizliginden K =||F|| olur. Boylece inf 'den dolay: |G| £|F| olur.
Bununla beraber G ’nin N” [b] Uzerindeki tamminda b =0 alinrsa, 0 zaman
M~ [b] tizerinde,

G(a+0g,ab)=aF(ab)+aor
G(aab)=F(aab)

oldugundan dolay: G = F ve dolayisiyla |G| =||F|| olur.
Simdi ise N, bir lineer manifold ve G, tamm kimesi N [b] olan sinirl1 bir
lineer 2-fonksiyonel iken {N,G} ikilisi géz énine alinsin. {N,G} <{N¢G¢ dir

ancak ve ancak NI N¢ ve |G|=|GY olacak bicimde G¢, G ’'nin bir
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genisletilmisidir. T, {M,F} <{N,G} olacak bicimde {N,G} 'nin bir sifi olsun.
Burada T, “<” bagintisi ile kismi olarak siralidir. L, T ’nin bir siral1 alt kiimesi olsun.

K=U N igin L, Tde bir maksimal elemana sahiptir ve | (a,ab) fonksiyoneli, G,

NI L
a'yi kapsayan bir NT L tizerinde taruml1 iken, G(a,ab) ’ye esittir. Boylece Zorn
Lemmasinagére T, { A, H} biciminde bir maksimal eleman icerir. A=B degil ise, H
yukaridaki savlarla B *de tamml1 olacak bigimde genisletilebilir.

Sonug 4.1.1: B, bir 2-Banach uzay1 ve M ve [b] ise B 'de birer lineer
manifold olsunlar. F, tamm kimesi [b]” M olan bir sinirl lineer 2-fonksiyonel
olsun. Bu durumda

1) Her (bb,a)l [b]” M icin H(bb,a)=F (bb,a)

2 [H]=|F]
kosullarini saglayan ve tamm kiimesi [b]” B olan bir sinirl: lineer 2-fonksiyonel H

vardir.

Teorem 4.1.8: B, bir 2-Banach uzay1 ve a ile b B 'nin lineer bagimsiz
elemanlar: olsunlar. Bu durumda tamm kimesi  [b]” B olan bir sinirl1 lineer 2-
fonksiyonel F ve tanim kimesi [a]” B olan bir sinirl1 lineer 2-fonksiyonel G vardir
oyleki |F|=|G| =1 ve F(a,b)=|F||a.b|=G(a,b) dir.

Ispat: F, [a]" [b] Uzerinde

F (aa bb)=ab|fa,b]
olarak tammlansin.
F(aa+va,bb+db)=F((a +v)a,(b +d)b)
=(a +v)(b +d)|ab|
=(ab +ad +vb +vd)|a,b|

=abllao|+ad a)
+bla,bf+wfa.o
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=F(aa,bb)+F(aa,db)

+F (va, bb) + F (va,db)

ve
F (daa,ebb) =(de)(ab)|a b]

=deF (aa,bb)

dir.
|F (aa,bb)| =[ab]||a,b] =1.|aa, bbj|
dir. Boylece F bir sinirl lineer 2-fonksiyoneldir ve ||F| =1 dir. Teorem 4.1.7 ile F,
[b]” B ’ye genisletilebilir. Benzer yaklasimlar G icinde dogrudur.
Teorem 4.1.9: (B,|}), {g}, baz: ile n-boyutlu bir 2-normlu vektr uzay:

olsun. FT B" olsun. Bu durumda,

a:r’w n O n
Fcaae.abe+=a(ab;-ab)F(a.e)
ei=1 j=1 17 ii,i?l
dir.
Ispat: B", taum kilmesi B~ B olan sinirl: lineer 2-fonksiyoneller uzay:

oldugundan F, bir sinirli lineer 2-fonksiyoneldir. Bu durumda
0=F(e+e.q+e)=F(e+g)+F(g+e)
oldugundan buradan
F(e.e)=-F(e.q)
dir.

(2SS J o]
Fcaae.abe+=F(ae+.+aeg,.eb+.+eb,)
e 1 g

=a,b,F(e.q)+..+a,b,F(e,e)
+a,b,F(e,g)+..+a,b,F(e,.e)
+..+a bF(e,q)+..+a,b,F(e,e)
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olur. Bu durum

olmasim gerektirir.
B,, bazi {e,e} olan bir 2-Banach uzayin, B, ise tamm kimesi B,” B,
olan sinirlt lineer 2-fonksiyonellerin kiimesini gostersin.

Sonug 4.1.2: Eger F1 B, ise o zaman

F(e.e)
e e

IFl=

dir.

Ispat:
F (ale1+a2e2’b1e1+ bzez) :|a1b2 - a2b1||F (e11e2)|
F(e.e)

= a,b,-a.ble,
”el,ezn | 10,-a, 1|||e1 ez“
F(e.e)
e

la.e +a,e,be +b.e)

dir. Bu yuzden

F(e.e)
e e

IFl=

olur.
Sonug 4.1.3: Eger F1 B, - {0} ise 0 zaman |F (a,b)|, B, tizerinde bir 2-

norm tanimlar.
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Ispat:
(2N1):
F (alel ta,6, b1e1 + bzez) = |a1b2 - a2b1||F (e11e2)|
ifadesinin sifira esit olabilmesi icin gerek ve yeter kosul a.g +a.e, ve b,g +b.e

a

ifadelerinin lineer bagimli olmasidir. Bu durumda b—lz%
1 2

olur ve bdylece

a,b,-a,b, =0 dr.

(2N2): Teorem 4.1.9 'un sonucundan F(a,b)=-F(b,a) oldugu biliniyor. Bu

durumda
IF (a,b)|=|- F (b,a)|
=|-4|F (b.a)
=|F (b.a)
elde edilir.
(2N3):
|F (a,bb)|=|bF (a,b)|
=[b|[F (a.b)
(2N4):

|F(a,b+c)|:|F(a,b)+F(a,c)|
£|F(a,b)|+|F(a,c)|
Sonug olarak, (2N1)-(2N4) kosullar saglancigindan, |F (a,b)|, B, iizerinde

bir 2-norm tanimlar.

Sonug4.1.4: F1 B, - {0} olsun.

(alp) =F (e.a)F (e,b) +F (a.e,) +F (b.e,)
bagintist B, Uzerinde bir i¢ carpim tammlar.

ispat: a=a,g +a,e ve b=hg +b,e, olsun. Teorem4.1.9 'dan

50



4. SINIRLI LINEER 2-FONKSIYONELLER Serkan OKTEN

(alo)=F(e,a)F (e,b) +F(ae)+F(be)=(ab, +ab,) (%)
oldugundan dolay: (¥4 fonksiyonu bir i¢ carpim tanimlar. Gergekter:

F(e.a)F (e,b)=F (15 +0e,,a,¢ +a,e,) F (1g +0e,, bg +b,e))
=(1a, - 0a,)(1b, - Ob,)
:aZbZ

F(ae)F(be)=F(a+a.e, 0 +1e)F (b +b,e,0q +1e)
=(a,1- a,0)(b,1- b,0)
:albl

dir. Bu durumda
F(e,a)F(e,b)+F(ae)+F(be)=(a,b,+a,b,)
olur. Simdi ise (*) bagintisimin i¢ garpimin 6zelliklerini saglachigi gosterelim:
(1,): (aja)® 0, (aja) =0 ancak veancek a=0 olmalidir. Gergekten:

(aja)=a7+a;2 0 dr. a=0isea, =a, =0 olur ve bdylece (aja)=(0]0) =0 olur.
(1,): (afo) =(b|a) oldugu agiktr.
(1,):(a+blc) =(alc) +(b|c) olmalidir. Burada c=(g,,g,) olsun.

(a+blc)=F(g,a+b)F(g,c)+F(a+be)F(ce)
= (az + bz)gz +(a1+ bl)gl (*1)

olur.
(alc)= (a0, +a.9,)
(ble) =(b.g, +b.g,)
oldugundan
(alc)+(ble) = (2., +a.g,) + (b.g, +b.g,)

=(ai*b))g +(a,+b.)g, (%)

elde edilir. Boylece (*,) ve (*,) *den (a+bc)=(alc)+(b|c) olur.
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(1,): (aalb) =a (alb) olmalidir. Gergekten:
(aalp)=F(e,aa)F(e,b)+F(aae)F(be,)
=aa,b, +aa,b,
=a (a,b, +a,b,)
=a (alb)
olur.
Sonug olarak (1,)-(1,) ozellikleri saglandigindan (*) bagintist B, tzerinde
bir i¢c carpim tarumlar.
Sonug 4.1.5: Eger |F (g,6,)| =1 ise () carpimmnagore {e,e}, B, *nin bir
ortanormal bazidir.

ispat: x=xg +x.e, olsun.
[XI=y/(xIx)
.2 ;

= &F (e )l +6F (xe)g

1
2

= g’_éF (1e +0e,, x8 + %8, ) +&F (%8 + ., 08 +1e,)§ 85
.
a

= &¢|F (a.e) +X|F (a.e)
1 1
=8¢ (P (eue,)| = BC + X
oldugundan iddiamn dogrulugu gorulr.
Sonug 4.1.6: (B,,[x§) bir 2-Banach uzay: ve (BZ(>f>)) bir gergel i¢ carpim
uzayi olsun. Eger
F(ab)=(ale)(ble,)- (ale.)(ble)
bigiminde tammlanir ise bu durumda F (a,b)T B, dr.

ispat: a=a.e +a,e, ve b=bg +b,e olsun.
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F(a.b)=(ale)(ble,)- (ale,)(ble)
=(a,q +a,6le)(be +hele)- (a8 +aele)(bg +bele)
=g (ale)+a,(ale )y (ale)+b.(ele)q
- @ (ale)+a,(ele)yghi(ale) +b.(ele)y
=a,b, (ele)(ale)+aib,(ale)(ele;)
+a,b,(ele)(ele) +asb, (ge)(ele)
-a,b,(gle)(ele)- ab,(ale)(ele)
-a,b,(e]e;)(ale)- asb, (ele)(ele)
= (asb- a.0,)((afe) (e)e.)- (ale.)’)

g(ellel)(ezlez) (efe.)
Y

= (albz - azbl)”el ez

- o "( c)

&6

olur. Boylece Sonug 4.1.2 'ye uygun olarak F, bir simirli lineer 2-fonksiyoneldir ve

Flee) 4
dir.
IFll= ||e1 ezll I

Asagidaki sonug fonksiyonel analizdeki Paralellik Kanununa benzerdir.
Sonug 4.1.7: (B, [x}) uzayinda

[ty 2 +x- v, =2gx 7 +[y. 4
dir.
ispat: x=xg+x€, y=ye+V,e ve z=ze +ze, olsun.
[x+y.4 =[x+ ) 2.~ (% +¥.)2[ e &
=%z %2)+(nz- v.2)i |e-ef
[x-v.4 =|(x- %) 2~ (% v.)a[ Je.eff
=gx2z- %2)- (viz- v.a)i el
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olur. Bu durumda,
I+ y. 4 +[x- .4 =2§x2- %2)" +(v.z- v,.2) Ye.e’
=2§x.7 +|y. "¢
olur.

Teorem 4.1.10: (B,,| . |) bir Banach uzay: olsun. 2-norm

janl=3 ap s (0 010

(o) o(b);

biciminde tammlansin. Burada F; , normu 31 olan sinirli lineer fonksiyonlarin

kiimesidir. Bu durumda (BZ||><>H) bir 2-Banach uzayidir.
ispat: Gahler (1964), (B,.[x§) 'nin bir 2-normlu vektdr uzay oldugunu
gobstermistir.
{a}={a.e+a,e} dizis (B, |x}) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Cauchy

dizisi tarimindan,  lim ||an a,,¢|=0 ve lim |a,- a,.d|=0 olacak bicimde B,

m,n® ¥

"de lineer bagimsiz c=ceg +c,e, ve d =d,g +d,e, elemanlar: vardir. Yani,

lim sup| a,- a,)g(c)- f(c)g(a,- a,) =

mne®¥ 2

ve

lim Zsup|f (a, - a,)9(d)- T (d)g(a,- a,) =0

mne®¥ 2

cir. Bu durumda her f,gl Fs, icin:

Jim (ga,- a.) f(8) (a2~ &) f (&)89(c)
- ga.- a,)9(e)+(a,- a,)9(e)gf (c))=0

olur. Bu ifade diizenlenirse,
1) lim ga, - a,)(f(a)a(c)- a(e) f ()
+(ae- an)(f (&) g(c)- g(e) f(c))g=0
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olur. Benzer olarak,
@ lim ga,-a,)(f(e)9(d)- g(e) f (d))
+(a- a.)(f(e)o(d)- 9(e) F(d))g=0
bulunur. Burada (1) numaral1 denklem (f (e)g(d)- g(e)f (d)) ve (2) numarali
denklem (f (e,)g(c)- g(e,) f (c)) ile carpilir ve dahasonra (1) *den (2) gikarilrsa
(&f () 9(d)- 9(e) f (d)Eef (2)a(c)- a(e) f (c)g
- g (e)a(c)- g(e) f(c)agf (a)a(d)- a(e) f (d)g)
“€lim (a, - a,)J=0

elde edilir. Iig1¥(an1- a,)! 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda son eitlikten

lim (a,- a,) teriminin katsayisi sifir olmalidir. ifade diizenlenirse,

(9(a)f(e)- f(a)a(e))f(c)a(d)=(a(a) F(e)- f(a)a(e)) f(d)a(c) )

olur. g(g) f(e)- f(e)g(e) =0 kabul edilsin. Bu durumda lineerlikten

f(g(e)a- 9(a)e)=0

olur.

oldugundan f(e)g(e,)- f(e,)g(e)? O olacak bicimde f, g vardir. Bu durumda
(*) "dan

bulunur. Buradan ise,
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olur. BOylece buradan c ve d ’'nin lineer bagimliligi1 ¢ikar. Bu ise kabul ile celisir.
Sonug olarak

lim (a, - a,)=0
olur, yani {a,} bir gercel Cauchy dizisi olur. Benzer olarak {a,,} 'de bir gercel
Cauchy dizisi olur. b, :Li(@rganl, b, :Li®r§an2 ve a=he +be, olsun. Her bl B, igin

lim|a, - a,b| =0 dir. Gergekten lima, =b ve lima,, =b, oldugundan

n® ¥

lim|a, - a,b||:Li(®rQ%st|f(an- a)g(b)- f(b)g(a,- a)|

n® ¥

N
—h
—
O
N
(e oxd

=ngéwpl(anl- b)gf (e)a(b)- g(e
+(a- b;)gf (e)a(b)- g(e) f (0)g=0
bulunur. Yani lima, =al B, dir.
Teorem 4.1.11: (B,,|x§) bir 2-Banach uzay: olsun. Teorem 4.1.5 'den
dolay1 (B|| ||) bir 2-Banach uzayidr. f,g7i B olsun ve [f,g],

[f.0]F =F(f.,9) ssitligi ile tammlansin. Bu durumda | f,g], taum kimesi B’

olan bir sinirli lineer fonksiyoneldir ve

[7.qll£]t.q
dir.
Ispat:
[f.0](F+G)=(F+G)(f,q)
=F(f,g)+G(f,q)
=[f,g]F +[f.9]G

[f.g](aF)=(aF)(f.0)
=aF(f,g)

=a[f,g]F
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dir. Ayrica
[f.9]F|=|F(f.9)
E[F[If.qf
dir. Bu yuzden [ f,g] [ f,g], tamm kiimesi B" olan bir sinrl1 lineer fonksiyoneldir
ve
[7.qll£lf .l
dir.
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5. DIGER CALISMALAR
5.1 Gendllestirilmis 2-Normlu Uzaylar da Hahn-Banach Teor emi

Tanmim 5.1.1: X veY birer reel vektor uzayi olsun. XY ’nin bostan farkli
bir at kimess D ile gogteilsin oyle ki her xI X, ylY igin

D, ={yT Y:(xy)1 D} D¥={xI X:(xy)l D} kimeleri srasyla Y ve X
uzaylariin lineer alt uzaylaridur.

Asagidaki kosullar: saglayan, [x4:D® [0,¥) fonksiyonuna D Uzerinde bir
genellestirilmig 2-norm denir:

(1) Her a reel sayisiveher (x,y)1 D icin |xay|=la[[x y]| =[x Y|;

(2 x1 X, y,zl Y iken (x,y),(x2)T Dicin |x y+Z£|xy|+]|x 7

(3 xyl X, zl Y iken (x,2),(y.2)T D icin |x+y,Z £|x 2|+|y.7:

D kiimesine 2-normlu kiime denir. Ozel olarak, eger D=X"Y ise |x4
fonksiyonuna X * Y iizerinde genellestirilmis bir 2-normve (X V,|x{) ikilisine de
bir genellestirilmis 2-normlu uzay denir. Eger X =Y ise genellestirilmis 2-normlu
uzay (X X,¥f). (X.<f) biciminde gosterilir. X =Y olmas durumda,
D" ={(y.x):(x y)T D} iken D=D" olur ve her (x,y)T D icin |x,y]|=|y. | dir.
Burada |x}§ fonksiyonu, bir genellestirilmis simetrik 2-norm ve D kimesi, bir
smetrik 2-normlu kiime olarak adlandirilir.

Gahler 'in 2-norm tamimi hatirlanirsa, |x, y|| =0 ancak ve ancak x ile'y lineer

baglidir, bu ifade Gahler "in yaklasim ile Lewandoska 'min yaklasimi arasindaki en
onemli farktur.

Ornek 5.1.1: X, | x|, ve | x|, gibi 2 yari-norma sahip bir reel vektor uzay:

olsun. Bu durumda ( X, [xf) ikilisi, x, yT X icin
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[ 9 =4, 11
biciminde tammmlanan 2-norm ile bir genellestirilmis 2-normlu uzaydir. Gergekten:
1) x vyl X icin,
[xa =[x, ]a vl
=[xl ¥,
=[a[x. 1.
=[x, vl
=[axy]
2) xvy,zI X icin,
[x y+2=|xly+7,

£ 14 (Iv1. +[l.)

=411, + 14112,
=[x y|+x4

3) xvy,zl X icin,
[x+y.2| =[x+ ]|,
£ (I, +11,)1,

=12, * vl 12,

=[x 2+[y.7
Boylece (X, |x4) ikilisi, bir genellestirilmis 2-normlu uzaydr.
Ornek 5.1.2: X, bir reel i¢ carpim uzay: olsun. X, her x,yl X igin,
%y =[(x])
biciminde tammli 2-norm ile bir genellestirilmis simetrik 2-normlu uzaydhr.

Gergekten:
1) xyl X icin,

xa ] =[(xla )

=la (x]y))
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=[a/|(x|y)
ol =|(ax]y)
=l (x]y)
=la/|(x]y)

dir. Boylece |x,a y| =[ax,y| olur.

2) xvy,zIl X icin,

ey =| x|y+z)|
=[(xv)+(x2)
£[( ||x||

=[xyl +[x4

3) xvy,zl X icin,

Hx+y4—lx+ﬂ |
=|(xI2)+(yl2)
£{(x] ||y||

=[x +|y.7

Boylece X, bir genellestirilmis simetrik 2-normlu uzaydir.
Ornek 5.1.3: s, tiim reel say1 dizilerinin lineer uzay: olsun.

Bu durumda

D=j(xy)l s"s: ||x y|| a|xn||yn|<¥g

i
1
|
kiimesi bir simetrik 2-normiu kime ve |px}: D ® [0,¥) fonksiyonu da D uzerinde
bir genellestirilmis simetrik 2-normdur. Gercekten:

) x={x},y={y}T sicin,
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3
xai=4xJas.

3
=& oy

¥
=a fax||y.|
n=1
133
2 x={x}.y={v}.z={z}1 sicin,

¥
Ixy+7=a [x||v. +z|
n=1
3
£f:}llxnl(lynl+lal)

¥ ¥
=§}1|anlynl+§}1IXnIIAI
=[x v +[x 7
3) x={x}.y={v}.z={z}1 sicin

¥
Ix+y.Z=a[x + .|z
n=1
3
Eg(lxnlﬂynl)lal

3 3
=a xlzl+a |yl
=[x4+[v.4
Boylece |xf fonksiyonu, D tizerinde bir genellestirilmis simetrik 2-norm olur.

Tamim 5.1.2: X, bir reel vektor uzay;, Di X~ X kiimesi, bir 2-normlu
kime veY, bir normlu uzay olsun. F: D ® Y operatord,
i) Her a,b,c,dl X icin

F(a+cb+d)=F(ab)+F(ad)+F(cb)+F(cd) dyle Ki

a,cl D°CDY.
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i) Hera,bl j veher (a,b)l D icin F(aa bb)=abF(ab).
kosullarini sagliyor ise bu operattre 2-lineer denir.
Tamm 5.1.3: X, bir reel vektor uzay;, Di X~ X kiimesi, bir 2-normlu

kiime ve Y, bir normlu uzay F:D® Y bir operator olsun. Eger (a,b)l D iken
|F (a.b)| £ Kja,b] olacak bicimde bir pozitif K sayis varsa F 'e snurlidr denir.
Burada ||F||:inf{K >0:||F(a,b)||£ K|a.b|.(a,b)1 D} sayisina  2-lineer F

operatrinin normu denir.
Ornek 5.1.4: Ornek 5.1.1"deki (X, |x¥) uzayi eleansinve F: X" X ® j
operatorii F (x,y) =(x|y) bigiminde tammlansin. a,b,c,d1 X icin,
F(a+cb+d)=(a+cjp+d)
=(a+clp)+(a+c|d)
= (afo) +(clo) +(ald) +(cld)
=F(ab)+F(cb)+F(ad)+F(cd)
olur. a,b1 j olmak Uzere,
F(aa bb)=(aalbb)
=ab (alb)
=abF(a,b)
olur. Boylece F, bir 2-lineer operatérdr.
[F Oy =|F (xv)

=|(x|y)

=1y
dir. Burada |F|| =1 olur ve béylece F, sinirlidir. Sonug olarak F, bir simirli 2-lineer
operatordir.
Teorem 5.1.1: (X,|x§) bir genellestirilmis 2-normlu uzay ve M, X* X ’in

bir lineer alt uzay: olsun. Eger F,, M uzerinde bir reel sinirl1 2-lineer fonksiyonel ise,
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ozaman F, 'in X~ X Uzerine genislemesi olan bir F, reel sinirl1 fonksiyoneli vardir
oyleki, her (a,b)T M igin,

F(ab)=F(ab) ve [F|=|R)]
dir.

Ispat: Eger M =X~ X veya |F,[=0 ise bu durumda F =F; alinr, aksi
halde genelligi kaybetmeksizin ||F,|| =1 kabul edilsin. F, "in normu 1 olan biitiin
genislemelerinin A ailesi gbz 6niine alinsin, yani L, XY "nin M 'yi kapsayan bir alt
uzay1 ve G, G:L® j olacak bigimde bir sinrl: 2-lineer operator iken biitiin (G, L)
ikililerinin kimesi ele alinsin dyleki, her (a,b)T M igin,

G(ab)=F(ab) ve|G|=1
dir. A, £ bagintist ile su sekilde kismi siralidir: (G, L,),(G,,L,)1 A verildiginde
(G, L)£(G,,L,) olmast igin gerek ve yeter kosul G, 'nin G, ’in genislemesi
olmasidir, yani L I L,, her (ab)l L icin G,(ab)=G,(ab) ve |G, =[G
olmasidr.

A ailesi bos degildir, ¢linki (F,,M )T A dir. T, A ’nin lineer olarak, siral1 bir

alt kimesi olsun. '= |J L olarak tamimlansin. Agikga goriilir ki &, X X igin
(GLNiT

M 'yi kapsayan bir reel lineer at uzaydir. & operaorii ise G:l® j,
&(a,b)=G(ab) seklinde tammlamyor, burada G, (a,b) ’yi iceren bir L ile ikili
olusturur ve (G,L)1 T dir. & operatdrii iyi tammidir, giinkii, eger L, ve L, 'nin

her ikisi de (ab) 'yi kapsiyorlarsa o zaman, ya (G L.)E(G, L.) veya

i b it
(G,.L,)£(G,L) oldugundan G (a,b)=G,(a,b) olur. Gériildugi tzere &, f

IR 17

tizerinde bir sinirl 2-lineer operatordiir, yani her G 'nin bir genislemesidir ve |G| =1

dir. Boylece T zinciri icin bir st simr olan (d&l%) ikilis olusmus oldu. Zorn
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Lemmasina gére A 'min bir (F,L,)T A maksimal elemam vardir. ispatin
tamamlanmast igin L, = X~ X oldugunu gostermek yeterlidir. Varsayalim ki karsit
olarak (a0.0,)T X~ X\L, olsun. Bu durumda
Le=L, + i (a.by) ={a+ta, b+t®:(ab)l L, vet,td j} lineer uzayr goz 6niine
alinsin. (a,b)T L, vegl j icin, F&L® j fonksiyonu,
FQa+ta,b+t®)=F(ab)- ttg
bigiminde tarimlansin. Burada (a,b)1 L, ve gl j Gylesecilsinki |F¢=1 olsun.
|F4=1olmasi, (a,b)i M vegl j icin,

|F (ab)- ttg|£|a+tta, b+t (1)
olmasint saglar. Burada t,t@ j iken (a,b) 'nin yerine (-ta,-t®) alinsin ve (1)
esitsizliginin her iki tarafi [tt¢ ile bolunsiin. Bu durumda

F(ab)-gl£fa-ab-b] @
bulunur. F 2-lineer oldugundan, g 'nin

F(ab)- |a- a,b- by||Eg £ F(ab)+|a- a,b- by
esitsizligini saglayacak bicimde secilmesiyle (2) numarali ve dolayisiyla (1) numaral1
esitsizlikler saglamr. Goriildigu tizere her (a,b)T M icin g vardir ¢link(
F(a,b)- [a- a,b- b £ F (a,b)+[a- &,b- by

esitsizligi elde edildi. Boylece (F¢LYT A, (F,L,)* (F¢LY ve (F,L,)E(FELY
oldugu ispat edilmis oldu. Bu durum (F,L,,) 'nin A ’nin maksimal eleman olmas

ile celisir. Bu celiski Lt X~ X kabul edilerek elde edildi. Bu durumda

L, =X" X olur veispat tamamlanir.
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Teorem 5.1.2: X, Y, vektorleri, genellestirilmis (X, [xf) 2-normlu uzayinda

%, Yo * O kosulunu saglayan iki vektor olsun. Bu durumda bu uzay tizerinde
taniml1 ve
F (%, o) =[%0. Yo ve [F[[ =1

olacak bicimde bir reel sinirli 2-lineer F fonksiyoneli vardr.
Ispat: M lineer uzay:

M =i (% ¥o) ={(t%.t9,) :t.td i}
olarak tammlansin. M Gzerinde F, fonksiyoneli asagidaki gibi tammlansin:
FM® ;K (txo’t%) :ttqHXo’ YO”
Aciktir ki Fy, Fy (%), Yo) =% Yo| 0zelligini saglayan bir 2-lineer fonksiyoneldir,
tstelik bir (x,y)T M igin
[F (x )| =[x, ol

=[x, S|
=[xy

oldugundan gortiltr ki F,, bir simirh lineer 2-fonksiyoneldir ve |F,| =1 dir.

Son teorem, F,’in genislemesi olan, tim uzay Uzerinde tammly, bir simirl 2-
lineer fonksiyonel F 'in varligint géstermek icin uygulamr ve aynt F, "1n normu gibi
normalinirsa, |F| =1 olur.

Y ukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 5.1.1: Eger X, trivial olmayan uzaysa (yalmzca sifir vektorinden
ibaret degilse) bu uzay Uzerinde sifir olmayan bir sinirl1 2-lineer fonksiyoneller var
olmalidir.
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