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Bu calismada, mevcut dielektrik durulma modellerinden daha iyi sonuclar
veren kesirli bir dielektrik durulma modeli gelistirildi. Modelin gelistirilmesi
sirasinda, Glarum’'un kusur difiizyon modeli ve Glauber'in stokastik Ising modeli,
kesirli hesap teknigi kullamlarak yeniden analiz edildi. Elde edilen sonuglar, klasik
kusur difizyon ve stokastik Ising modellerinin sonuglariyla karsilastirildi ve kesirli
yontemle elde edilen ¢ozimlerin digerlerine gore Ustinlikleri ortaya kondu. Daha
sonra, kesirli hesap teknigi kullanarak ¢ozumlerini yaptigimiz kusur diftizyon ve
stokastik Ising yaklasimi birlestirilerek “Kusur Destekli Kesirli Stokastik Ising
Modeli” adinda yeni bir birlesik durulma modeli gelistirildi. Bu modelin sonuglari
bazi ampirik fonksiyonlarlatemsil edilen dielektrik durulma verileriyle karsilastirild.
Birlesik modelden elde edilen durulma fonksiyonunun Fourier donistmunin
frekansa bagli egrilerinin KWW, Cole-Cole, Cole-Davidson ve Havriliak-Negami
fonksiyonlarindan elde edilen egrilerle tam bir uyum icginde oldugu gosterildi. Elde
edilen sonuglar, dielektrik durulmada gozlenen, yukarida bahsettigimiz evrensel non-
Debye tipi davranislarin yeni bir molekiler yorumuna yol agmaktadr.

Anahtar Kelimeler: Kusur diftizyon, Stokastik Ising modedli, Kesirli hesap, Didektrik
durulma, Kesirli durulma
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In this study, afractional dielectric relaxation model giving better results than
the existing dielectric relaxation models is developed. During the development of the
model, Glauber’s stochastic Ising model and Glarum'’s defect diffusion model are re-
analyzed by using the fractional calculus technique. The results obtained are
compared both with the results of the classical defect diffusion and stochastic I1sing
models, and a superiority of the fractional solutions according to these models is
shown. Then, a new cooperative relaxation model, namely “Defect Assisted
Fractional Stochastic Ising Model”, is developed by combining the defect diffusion
and stochastic Ising approaches, which are solved by using the fractional calculus
technique. The results of this model are compared with the dielectric relaxation data
represented by some empirical functions. It is shown that frequency dependent plots
of the Fourier transform of correlation function obtained from the cooperative model
are fully compatible with the empirical KWW, Cole-Cole, Cole-Davidson and
Havriliak-Negami functions. The results obtained leads to a new molecular
interpretation of the universal non-Debye type behaviors mentioned above.
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1. GIRIS Muhammet Serdar CAVUS

1. GIRIS

Elektrikle ilgili kavramlar, ki buna dielektrik de dahil, statik elektriklenmeyle
baslayip milattan 6nce 600'lere kadar uzamir. Bu tarihlerde Yunanl: filozof Tales,
kehribarin bir beze sirtildiginde saman parcalari gibi hafif nesneleri gektigini
kesfetmistir. Bazi maddelerin s6zinl ettigimiz statik elektriklenme 6zelligine daha
siddetli bir derecede sahip oldugu da bilinir. Eski Y unanda kehribarin elektrik adiyla
anilmasi dolayisiyla “elektrik” kelimesi bilimsel bir terim olarak kullanlagelmistir
(Kaon, 2004). Sonrasinda Fraday tarafindan orijinali Yunanca olan dia 6n ekiyle
baglayan Dielekirik kelimesi turetilmistir. Dielektrik kelimesi elektrik alanim ya da
elektrik akisini gegiren fakat yukli pargaciklarin gegmesine izin vermeyen maddeler
icin kullanilmstir. Bu, dielektriklerin, elektronlar da dahil herhangi bir yikla
parcacigin  serbestce hareketine izin vermedigi anlamina gelir. Yani normal
kosullarda dielektrikler, elektrik akimini iletmezler. Bu durumda bir dielektrik madde
genel anlamda bir yalitkan olarak dustndlebilir. Gezegenimizde dogal ideal bir
dielektrik yoktur. Miukemmel bir vakum ideal bir dielektrik gibi distintlebilir fakat
bdyle bir vakum da heniiz elde edilememistir (Kao, 2004).

Tanim olarak, atomik yapisinda serbest yik bulundurmayan tim gaz, sivi ve
kat1 maddeler dielektrik maddeler olarak adlandirilirlar. Baska bir ifadeyle bir
iletkende serbest yikler bulunabilirken, ki bu yikler madde icinde serbestce
dolasabilmektedir, makroskobik olarak notir olan dielektriklerde tum yukler belirli
atom ya da molekillere baglidir ve hareketleri molekdl icinde sinirli olmaktadir. Bu
mikroskobik yerdegistirmeler dielektrik maddelerin karakteristik davranmslarin
belirlemektedir. Elektrik iletkenligine sahip olmayan bu malzemeler bir dis alan
altinda yuklu parcaciklarin yer degistirmesiyle elektrik yik merkezlerinin kaymasi
sonucunda kutuplanabilirler.

Dielektrikler birer yalitkan olmalarina ragmen yalitkanlar ile dielektrikler
Uzerine yapilan calismalar birbirinden oldukca farklilik gostermektedir. Elektriksel
yalitkanlik, yalitkanlar ve dielektrikler seklinde iki simifa ayrilmistir. Y alitkan olarak
nitelendirilen malzemeler E < 10°V/m dielektrik simrimn atinda uygulanan
elektrik alaninda higbir elektriksel iletkenlik gostermeyen, Ozellikle elektrik
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muihendisliginde istenmeyen elektrik yuklerinin akisint 6énlemek igin kullanilan
dielektriklerdir. Yalitkanlarla ilgili olan calismalarda yalitkanlarin i¢ fiziksel
Ozellikleri pek dikkate alinmaksizin makroskobik cergevede yalitkan malzemelerin
mimkin olabilen en dusik elektriksel iletkenlige ve yiksek elektrik alan altinda
herhangi bir bozulmaya kars1 en yuksek dirence sahip olmalarinin yam sira uzun
Oomur, dusuk maliyet, yuksek sicakliklara dayanabilme ve kimyasal yapisim koruma
gibi Ozelliklerinin de olmasi istenir. Oysa, dielektrik ile ilgili olan calismalar,
yalitkanlar1 da icine alan daha genel bir yapiya sahip olup, dogal ve uyarilmis
elektrik kutuplanma, durulma slrecleri ve malzemelerin elektrik ve optik
Ozelliklerinden sorumlu olan yik tasiyicilarinin davramglarim ve 6zellikle zamanla
degisen elektrik alam altinda dielektrik malzemenin kutuplanma ve durulma
sirecinin mikroskobik mekanizmasinin anlasiimast Uzerine kurulmustur (Jonsher,
1983). Bununla birlikte dielektrikle ilgili ¢calismalar 18. yy in ortalarina kadar pek
dikkat cekmemis olmasina karsin dielektrik Ozelliklerin arastiriimasiyla birlikte
maddenin yapisimt anlamada dnemli adimlar atilmistir (Smyth, 1955).

Dielektrik materyallerde yik tastyicilarin, yapisal ve kimyasal kusurlarla ve
onlarin etkilesimleriyle ya da diger uyarici kaynaklarla olan iligkileri énemli bir rol
oynamaktadir. Gunumuz ileri teknoloji ¢caginda, 6zellikle elektronikteki yonelim bazi
dielektrik materyallerden yapilan kati malzemelerin kullaniimas: yonindedir. Kati
dielektrik maddeler elektrik muhendisligi basta olmak Uzere ilgili bilim dallarinda
diger dielektriklere gore belki de en fazla kullamlamdir. Kati dielektrikler dedigimiz
porselen, cam, seramik ve cogu plastigin yani sira hava, nitrojen ve silfir
hexafluoride de kullanimina sikga rastlamlan gaz fazdaki dielektriklerdir (Kao,
2004).

Dielektrik olcumler, yiyecek bilimi, kimya, biyoloji, tip, ilag arastirmalar,
nano teknoloji, askeri savunma, elektronik, malzeme bilimi, tarim ve daha birgok
alanda incelenen malzemelerin yapisal ozelliklerinin anlasilmasinda yaygin bir
sekilde kullamimaktadir. Maddelerin dielektrik 6zellikleri nem oram, kimyasal
yogunluk, biyokitle, hacim yogunlugu, kusurlar, kimyasal reaksiyonlar, mekanik
gerilme gibi bircok fiziksel ve kimyasal ézelliklerle yakindan iliskilidir. Ozellikle
madelerin molekiler yapilarimt belirlemede dielektrik dlcim yontemleri basar: ile
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kullanilmaktadir (Ufuktepe ve Bozdemir, 1997; William ve ark., 1967; Debye,
1945).

Dielektrik maddelerin 6zellikleri, fizikciler, kimyacilar, elektrik mihendisleri
ve biyologlar gibi farkli dallardan bilim insanlarimin ilgisini ¢ekmistir. Bu ilgiler
farkli beklentilerde olmustur: 6rnegin elektrik muhendisleri, dielektrik malzemenin
degisen alan ve sicaklik altinda ne kadar enerji kaybina neden olduguyla ilgili
arastirma yaparlarken, kimyacilar elde edilen bu bilgilerle molektillerin 6zellikleri ve
yapilart Uzerine temel arastirmalar yapabilmektedirler. Fizikcilerin ise bu
maddelerdeki enerji kayiplari ve diger ortaya ¢ikan gézlemlerin altinda yatan fiziksel
mekanizmalar1 agiklamakla ilgili galismalar yaptiklarint gortyoruz. Bu yararlilik
zinciri daha da uzatilabilir. Bu nedenle ve daha bir¢ok farkli amaglar dogrultusunda
dielektriklerin degisik 6zelliklerinin arastirilmasi ve ortaya ¢ikan deneysel verilerin
analizlerinin  yapilabilmesi ve yorumlanabilmesi igin dielektrik kuramlarin
gelistirilmesi zorunlu bir hal almistir ve bu konu Gzerindeki gerek deneysel gerek
kuramsal calismalar biyuk bir hizla devam etmektedir (Frohlich, 1958; Jonscher,
1983,1996 ).

1.1. Didlektrigin Dogas ve Temel Kavramlari

1. 1. 1. Elektrik Dipol, Dipol Moment ve Kutuplanma

Bir g nokta yukuntn sabit bir noktaya gore elektrik momenti

m=qr (1.1

olarak tammlanir. Burada r, g nokta yikine segilen bir noktadan uzanan yaricap

vektordur. Bu durumda sabit bir noktaya gore q; yik sisteminin toplam elektrik

momenti
m=}, qr; (12

olarak verilir.
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Bir dielektrik malzeme igindeki atom veya molekillerin pozitif yik merkezleri
ile negatif yik merkezlerinin birbiriyle ¢akisik olmamasi sonucu olusan dipol,
aralarinda [ uzakhigr olan, esit buyuklikte fakat zit isaretli iki noktasal yukin
olusturdugu sistem olarak tammlanr ve sistemin net yukdnun sifir  olmast
durumunda elektrik moment, orijinin segciminden bagimsizdir. Aymi blyuklikte zit
yuklh iki parcacik icin net yukin sifir oldugu durumda (1.2) denklemi, sistemin

toplam elektrik momenti igin
m=(r,—r.)e (1.3)

seklinde yazilabilir.

Sekil 1.1. Bir nokta yuk sisteminin elektrik momenti

Burada r, ve r, orijinden pozitif ve negatif yik merkezlerine uzanan yaricap

p
vektorleridir. Boylece (1.3) denklemi daha basit bir bigcimde

m = el (1.4)

seklinde yazilabilir. Buradal = r, — 1, olup [, negatif yuk merkezinden pozitif yik
merkezine uzanan vektordur. Buradan da anlasilacag: Uzere yiklerin konumlari
birbirinden farkli ve net yikia sifir olan bir yik sisteminin elektrik momenti dipol
moment olarak adlandirilir (Bottcher ve bordewijkc, 1978).

Y ukarida verilen denklemler bir ideal dipol icin uygun fakat ideal olmayan
sistemleri betimlemesi agisindan oldukca basit kalmaktadir. Bircok nétr molekul
ideal olmayan dipol momentlere sahiptir ve bu tir molekillerde pozitif ve negatif
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yuk dagilimlarinin agirlik merkezleri dogal olarak gakisik degildir. Bilindigi gibi bir
yuk sistemi, bir dig elektrik alana birakildiginda da gegici bir dipol moment olusur.
Alanin etkisi altinda, yuk sistemi igerisindeki pozitif ve negatif yikler birbirinden
ayrilir, yani sistem kutuplanir. Alamn etkisi oldugu siirece kutuplu olan bu gegici
diyebilecegimiz dipoller genellikle ideal dipoller olarak ele alinabilir. Bununla
birlikte, molekiiler mesafelerde alan hesaplanirken siirekli dipoller genellikle ideal
olarak ele alinmaz.

Molekuler dipol momentlerin degerleri genelde Debye birimi ile ifade edilir. D
ile gosterilen Debye birimi, 10718 elektrogtatik birime (e.sb) esittir. Simetrik
olmayan molekillerde sirekli dipol momentler 0,5D ile 5D arasinda degisir. Bu,
beklenilen bir deger araigidir ¢unki temel yik e, , 44.1071° esb ‘dir ve
molekullerdeki yik merkezleri arasindaki mesafe yaklasik 107°- 1078 c¢m
civarindadir. Dipol moment, elektrik kutuplanma teorisinde ¢cok onemli bir nicelik
kazandigindan bu yana Debye birimi ile ifade edilir (Botcher, 1978).

Kutuplanmis bir maddenin molekulleri, uyarilmis dipollere sahip olur. Birim
hacimdeki dipolmomenti olarak tamimlanan kutuplanma,

P(r) = limyy_o 2L = 22 ¢/m? (1.5)

bagintisi ile ifade edilir. Burada),;, m; = Am, AV hacmindeki dipollerin vektorel
toplamidir. Molekiler bir dielektrikte, 6rnegin CO, ‘de, elektronlarin molekillere
sikica bagli olmasindan dolayr art1 ve eksi yiklerin yik merkezlerinin bir dis alan
etkisiyle birbirlerinden ayrilmalar1 sifir olmayan bir dipol momente sahip kutuplu bir
molekil ya da atom olusmasina neden olur. Bu maddelerin dipolmomentleri
1073% C. m basamagindadir ve boyle bir durumda dipole, uyarilmis dipol denir.
Kutuplanmis atom veya molekullerden olusan dielektrik madde net bir dipol moment
kazandig: igin bu tir dielektriklere “kutuplanms dielektrik” denir. BOyle durumlarda
dielektrik madde icinde net bir yik yogunlugu olusur. Boylece iletkenin aksine, bir
dielektrik icinde sifirdan farkl bir elektrik alam ve yuk yogunlugu bulunabilir.
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Distan uygulanan elektrik alan etkisinde maddesel yik yogunlugunun
degismesi ile meydana gelen kutuplanma, aynm zamanda madde icerisinde bir i¢
elektrik alanin dogmasina da neden olur (Sekil 1.2). Kutuplanma alanmyla dis elektrik
alanin vektorel toplami madde icindeki net elektrik alanini verecektir. Net aan,
kutuplanma alaninin dis alana zit yonli olusundan dolay1, dis alandan daha kicuiktir.
Iletken cisimlerde bu iki alan aym bilyiklikte oldugu icin net alan sifirdir ve bu
nedenle iletkenlerde net bir kutuplanmadan bahsedilemez.
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Sekil 1.2. Elektrik alan i¢ine konulmus dielektrik maddede dipol yonelmesi,
ylzeylerde kutuplanmanin ve igerde i¢ alanin olusumunun sematik
gosterimi

Kutuplanma islemi, bagli elektronlar: igerdiginden dielektrik 6zellikler atomik
ve molekiler yapimin ayrintilarina baglhidir. Bu nedenle maddelerin dielektrik
ozellikleri cok degisken ve davramslar: da oldukca farkl olabilmektedir. Ornegin
yalitkan maddeler cok blyik siddette (E =~ 10° V/m) bir elektrik alan etkisinde
kaldiklarinda, elektrik alan ile hizlandirilan elektronlar molekil 6rgi yapisina
siddetle carparak malzemede kalici bozulmalara ve ¢ig iyonlasmasina neden
olabilmektedir. Bu olaya “dielektrigin ¢cokust” denir. Cokls olmaksizin dielektrigin
dayanabildigi en buyuk elektrik alan siddetine malzemenin “dielektrik dayanmklilig:”
denir. Cizelge 1.1 ‘de bilinen bazi yalitkan maddelerin yaklasik dielektrik
dayaniklilig1 ve dielektrik sabitleri verilmistir.
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Cizelge 1.1. Bazi yalitkan maddelerin dielektrik sabitleri ve dielektrik
dayanikliliklar:

Malzeme Dielektrik sabiti Dielektrik dayaniklilik
(¢r = Eqy/Epet) E (V/m)
Hava
(atmosfer basincinda) 1.0 3.10°
Maden yag; 2.3 15.106
Kagit 2.4 15.10°
Polistren 2.6 20.10°
Lastik 2.3-4.0 25.10°
Cam 4-10 30.10°
Mika 6.0 200.10°

1. 1. 2. Dielektrik Sabiti ve Kutuplanabilirlik

Bir dis elektrik alanin dielektrik maddeler Gizerindeki etkileri dielektrik sabiti,
duygunluk, kutuplanabilirlik ve elektriksel kutuplanma gibi kavramlarla agiklanir.
Dielektrik sabiti, bir malzemenin elektriksel agidan ne kadar yalitkan oldugunun bir
Olcutldar. Sabit bir potansiyel altinda yiklenen bir kondansatoriin levhalar: arasina
bir dielektrik madde yerlestirildiginde potansiyel farkimin distigt gozlenir ¢unki
dielektrik maddenin kutuplanmasi sonucunda olusan kutuplanma alani, uygulanan
dis alana zit yonde oldugu icin dis alam zayiflatacaktir. Bosluktaki kondansatoriin
alaninin dielektrik ortamdaki Glgllen ic alana oranmi veya bosluktaki potansiyel
farkinin maddesel ortamin bulundugu haldeki potansiyel farkina oramt o maddenin
dielektrik sabiti olarak adlandirilir. Bu tamm baska bir bicimde, boslukta iKi
elektriksel yik arasindaki elektrostatik kuvvetin ayni yiklerin maddesel bir ortamda
iken aralarindaki elektrostatik kuvvete oran olarak da verilebilir.

Her ne kadar dielektrik ortamin kutuplanmasi 0 ortama etki eden elektrik alan
nedeniyle gerceklesse de kutuplanmanmin derecesi sadece elektrik alan siddetine bagli
degildir. Ortamu olusturan molekillerin 6zellikleri de kutuplanmanin derecesinde
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oldukca 6nemli bir etkendir. Eger ortam olusturan dielektrik madde izotropik ise
kutuplanmanin derecesi  kutuplanmaya neden olan dis elektrik alanla orantili
olacaktir. Bu durumda kutuplanma

P = ¢gyxE (2.6)

ile verilir. Burada y dielektrik duygunluk olarak adlandirilir ve boyutsuz bir
niceliktir. Makroskobik E alam ile P kutuplanmasi arasindaki baglant1 y katsayisi ile

saglanir.
Elektrogtatik bir ortamigin

D=¢,E+P (1.7)

esitligi gecerlidir. Burada D ‘ye elektrik 6teleme vektorii veya elektrik aki yogunlugu
denir. D *nin kaynag: serbest yuklerdir ve (1.6) denkleminin yardimiyla

D = g.&4E (1.8)

bagintisi elde edilir. Buradae, = 1 + y alinmistir. Burada €, boyutsuz bir niceliktir
ve dielektrik katsayist adim alir. Dogal veya yapay pek ¢ok madde homojen degildir
ve hatta izotropik olmayan dielektrik maddeler cogunluktadir. Boyle ortamlarda
dielektrik sabiti konumdan bagimsiz degildir. Pek cok kristalde &,., konumun
fonksiyonu olmaktadir ve bu, kristalin farkli eksenleri boyunca olcilen e,
degerlerlerinin birbirinden farkli olmast anlamina gelmektedir. Bu tir maddelere
genelde izotropik olmayan maddeler denir. (1.8) denkleminde ¢,&, = € segildigi
taktirde yerdegistirme vektori ve elektrik alan arasindaki baginti

D =¢E (2.9)

ile verilir. Burada ¢, dielektrik gegirgenlik (permittivity) olarak adlandirilir. izotropik
ya da kibik yapidaki bir ortamin bosluga gore dielektrik sabiti ¢, ise makroskobik E
alam cinsinden

_ £0E+P _

r

14y (1.10)

EoE
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seklinde tarumlanr.

1. 1. 3. Dielektrik Maddelerde Kutuplanma Cesitleri

Dielektrikler, kutuplu (polar) ve kutuplu olmayan (apolar) olmak Uzere iki
gurupta toplanirlar. Bu iki simif maddede kutuplanma mekanizmalari birbirinden
farkliliklar gosterir. Buradaki kutuplanabilme kavrami, elektrik alan igine konulan
maddenin molekillerine ait elektrik dipol momentlerinin elektrik alanla aym
dogrultulu yonelmesini ifade etmektedir. Maddeyi olusturan molekdller, dipol
momentleri olsun ya da olmasin, bir elektrik alan icine konulduklarinda boyle bir
momente gegici olarak sahip olabilirler ve bunlar kismen de olsa alanla paralel
duruma gegerler.

Molekullerinde 1sisal uyarilmadan dolay: rastgele dagilmis pozitif ve negatif
yuk merkezlerinin dogal olarak cakisik olmadigi asimetrik bir durumun sonucu
olarak, Uzerinde herhangi bir dis olan olmamasi durumunda bile bir dipol momente
sahip olan maddelere polar dielektrik madde denir. Polar dielektrikler bir elektrik
alan icine kondugu zaman dielektrik icindeki rastgele yonelmis dipol momentler
yonelimlerini dis elektrik alanla ayni yonde yapmaya calisirlar ve bdylece net bir
kutuplanma meydana gelir. Y ani, bir polar dielektrik madde bir dis elektrik alan icine
konuldugunda, bu polar dielektrik maddenin molekillerinde yuklerin  yer
degistirmesinin yam sira, ayrica dielektrik maddenin kutuplanmasina katkida
bulunan kalici dipol momentin yonlenmesinden kaynaklanan ek bir kutuplanma
mekanizmasi da ortaya ¢gikmaktadir. HCl, H,0, HBr, NH;, MgCl, CO,NO vb. bu tir
maddelere drnek olarak verilebilir.

Bir dis elektrik alan olmadigi durumda negatif ve pozitif yuk merkezleri hemen
hemen cakisik olan bir dielektrik maddede dogal bir dipol momentten bahsedilmez
ve bu tir dielektriklere apolar dielektrikler denir. Soygazlar, apolar dielektrikler igin
iyi bir ornektir. Bu tir dielektrikler bir dis elektrik alan i¢ine kondugu zaman alamn
uyguladigi kuvvet etkisi ile pozitif ve negatif yik merkezleri bir miktar birbirinden
ayrilir ve bu ayrilma bir dipol moment olusturur. Kutuplanma, uygulanan bir dis
alanin etkisi siresince olmaktadir ve dis alan kaldirilirsa artik kutuplanma da
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gozlenmeyecektir. Kisaca, kutuplanmanin dis alanla dogru orantili oldugu
sOylenebilir (Ufuktepe ve Bozdemir, 1997).

Dielektriklerde temel olarak elektronik, atomik, iyonik, yonelme ve arayiizey
kutuplanmasi olmak Uzere bes gesit kutuplanma meydana gelmekle birlikte polar ve
polar olmayan dielektriklerde kutuplanma mekanizmalari birbirinden farklilik
gostermektedir.

1. 1. 3. 1. Elektronik Kutuplanma

Optik kutuplanma olarak da isimlendirilen elektronik kutuplanma, bir dig
elektrik alanin, atom ya da molekdllerin elektron bulutlarimin temelde simetrik olan
dagilimlarint bozmast sonucu olusur (Kao, 2004). Klasik agidan bakildiginda bir
atomun merkezi elektrik agidan nétr nétronlar ve pozitif yUkli protonlardan olusur.
Elektronlar ise bu merkez etrafinda kapali yoriingelerde hareket ederler. Herhangi bir
anda elektron ve cekirdek, negatif yukten pozitif yike yonelen bir dipol moment
meydana getirir. Bununla birlikte elektronun simetrik hareketi ile sirekli degisen
dipolin ekseni, dipol momentin zaman ortalamasimin sifir olmasina neden olur.
Toplam elektronik yukin cekirdek ile cakisik bir kiresel dagilima sahip oldugu ve
yuk yogunlugunun merkezden radyal olarak azaldigi dusUnilUrse, bir atom, bir
elektrik alan icerisine yerlestirildiginde yUkli parcaciklara bir elektrik kuvveti etki
eder ve negatif yuk bulutunun merkezi gekirdege gore bir miktar yer degistirir. Bu,
atom igerisinde bir net dipol momentin olusmasina neden olur ve bu kutuplanma
elektronik kutuplanma olarak adlandirilir (Raju, 2003). Elektronlarin baglanma
kuvvetlerine gore kutuplanmanin derecesi de degisir ve elektronik kutuplanma
yaklasik 10™-10' Hz frekans araliginda gerceklesir.

1. 1. 3. 2. Atomik Kutuplanma
Elektronik boyutta yerdegistirmenin sonucu olarak ortaya ¢ikan elektronik

kutuplanmanin aksine atomik kutuplanma cok atomlu bir molekaltn bir dis elektrik
alam altinda molekull olusturan atom merkezlerinin goreceli olarak birbirlerine gore

10
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cok kucuk miktarlarda yer degistirmesi neticesinde meydana gelir (Raju, 2003). Bu
aslinda normal Orgu titresimlerinin bozulmasi, yani bir kristal drgudeki atomlarin
hareketidir ve bu nedenle atomik kutuplanmaya titresim kutuplanmas: da denir (Kao,
2004). Bitin molekillerde atomik kutuplanma olsa da atomik kutuplanma ifadesi
genelde goreli olarak daha zayif bagli molekiller icin kullamlir. Boylesi
yerdegistirmeler diistk frekanslarda elektronik kutuplanma icin olandan daha 6nemli
hale gelirler. Atomik kutuplanma yaklagk 10%-10" Hz araiginda
gerceklesmektedir.

1. 1. 3. 3. Iyonik Kutuplanma

Iyonik bir 6rgu icinde pozitif iyonlar, uygulanan dis alan yoniinde yer
degistirirken negatif iyonlar ise alamin zit yoniinde yer degistirirler. Bu durumda tim
madde i¢inde agik bir kutuplanma meydana gelir.

Iyonlar elektronlara gore daha agir olduklarindan iyonik kutuplanma siiresi
yaklasik infra-red frekans: bolgesine denk gelen 10%%-10™% s araligindadir. iyonik
kutuplanma adindan da anlasilacag: Uzere genel olarak iyonik materyallerde olusur
(Bottcher ve Bordevijk, 1978).

1. 1. 3. 4. Yonelme Kutuplanmas

Yonelme kutuplanmasi polar maddeler olarak adlandirilan, sirekli dipol
momentlere sahip pargcacik ya da molekillerden meydana gelen dielektriklerde
gozlenir (Kao, 2004). Materyal icindeki stirekli dipol momentlere dis elektrik alan bir
tork uygulayarak onlar1 kendisiyle ayni yonelime zorlar ve bunun sonucunda
yonelim kutuplanmasi olusur (Sekil 1.3). Bir molekilin benzer olmayan elemanlari
arasindaki asimetrik yik dagilim bir dis alanin yoklugunda da var olan stirekli dipol
momentlere sebep olur. Baz: dielektriklerde dort kutuplu (kuardropol), sekiz kutuplu
(oktupol) ve bunun gibi ¢cok kutuplar bulunabilmektedir fakat bunlarin kutuplanmaya
katkisi oldukca azdir. Elektronik, atomik ve iyonik kutuplanmalarin ortak yont, her

bir kutuplanma sirecinde yutklerin dénmeyip, birbirlerinden uzaklasmalaridhir.

11



1. GIRIS Muhammet Serdar CAVUS

Y 6nelme kutuplanmasinda ise kalici dipoller, dis alan etkisiyle donmeye zorlanirlar.
Yénelme kutuplanmasi 10°-10° Hz araiginda gozlenir (Ufuktepe ve Bozdemir,
1997).

Cok aomlu bazi molekillerde atomik bag kismen iyoniktir. Her bir atom
pozitif veya negatif yukle yuklenme egilimindedir. Cok atomlu molekullerde birgok
atomik bag, strekli dipol momentine sahip olabilir. Butiin molekiltn dipol momenti,
her bir bagin dipol momentlerinin toplamina esittir.

Kalici dipol momente sahip molekillere elektrik alam uygulandiginda, normal
olarak tim molekillerin alan dogrultusunda yonelmesi beklenir. Ancak, bu yonelme
molekillerin 1s1 enerjisi ve karsilikli etkilesmeleri nedeni ile dogan potansiyel
enerjileri tarafindan engellenir.

Istatistik mekanigin yontemleri kullanilarak molekiiler dipol yonelmelerinin
mertebesi nicel olarak cikartabilir. Soyle ki, T sicakliginda, birim hacim basina
kutuplu molekdllerin bir toplulugu g6z 6nine alinsin. Klasik olarak, her bir dipol,
alan dogrultusu ile keyfi bir 6 agisi yapacak bicimde yonelecektir. Elektrik alam,
Sekil 1.3 ‘de goruldugi gibi, z-eksenine paralel olarak uygulanmis olsun. Her bir

dipollin Gzerine etki eden E,.; aanicindeki enerjisi

U= —mE, . cos0 (1.11)

ile verilir.

Sekil 1.3. Elektrik alan icine konulmus kutuplu maddenin bir cift-kutbundaki
yonelme

12
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Kutuplanma, < P > = Nm < cosf > olup, burada m < cosf > 1s ortadamali
dipolmomentidir. Boltzman'in dagilim yasasina goére, dQ2 kat1 agisi i¢inde kalan bir

bogede bir molekiiliin géreceli bulunma olasiligl, e "/*s7 jle orantilidir. O halde,

_ [e BUcospan
< cosO >= W (112)

olur. Burada, T mutlak sicakhk, g = 1/kzT , kzT = 1.38 x 10723J/K Boltzman
sabiti ve d2 = 2msindd0 ‘dur. Integrali tim kat1 agilar Gizerinden aldigimizda

f027r 2msinfcoshePMECOsE qg

< cosf >=
f027r 2msingePmEcosé qg

= cothx —i = L(x) (1.13)

bulunur. Burada x = mE,e../kgT ve L(x) Langevin fonksiyonudur. Deneysel

olarak en 6nemli durum mE < kgT dir. x «< 1 limitinde
—lyx_ X (-t
L(x)_x+3 45+ +( x)

bigiminde seriye agilabilir. Buradan

2
<P>=Nm [coth (m—E) — kLT] ~ Y E
kgT 3kgT

(1.14)

mE

olur. Yonelme kutuplanmasi, digerlerinden farkli olarak, sicaklikla ters orantili
degisir ve bu nedenle yiksek sicakliklarda kaybolur. Manyetizmadaki benzeri
Ozelliklere sahip paramanyetik maddelerden esinlenerek, bunlara paraelekirik
maddeler denir. Ortamdaki elektronik kutuplanmay: da hesaba katarsak, toplam

kutuplanmaiigin

_ Nm?E _ m2
p= Pe * 3kgT - ((Ze + 3kBT) NEyeTel (1.15)
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yazabiliriz.

Bazi dielektrik malzemelerin dis bir alan yoklugunda bile dipol momentlerinin
oldugu, yani net dipol momentlerinin sifir olmadigi gozlenir. Boyle malzemelere
elektret denir. Elektretler bazi mum ya da plastiklerin 1sitilip (yumusatiimalari) bir
elektrik alana konulmalar1 ile yapilabilir. Bu malzemelerdeki kutuplu molekuller
uygulanan alanla dizilmeye ve normal sicakliklarina dondardlmeleri ile yeni
konumlarinda dondurulmaya calisilir. Sonrasinda, dis elektrik alan olmaksizin bile
kalict kutuplanma varligint sirdirtr. Elektretler ya da ferroelektrikler kalici
miknatislarin elektriksel esdegerleridir.

1. 1. 3. 5. Arayiizey kutuplanmas

Uzay-yuk kutuplanmasi olarak da bilinen ara yiizey kutuplanmasi genel olarak
elektriksel acidan heterojen materyallerde gozlenir. Daha 6nce sozinl ettigimiz
kutuplanmalardan farkl: olarak ara yiizey kutuplanmasi bir madde elemanindan daha
fazlasi oldugunda veya birbirine zit kimyasal diziler igeren bir maddede farkl:
olusumlar oldugunda ve bu heterojen sistemlerin ara yizeylerinde yUk tasiyicilar
engellendiginde meydana gelir (Sekil 1.4).

Sekil 1.4. Araytizey — Uzay Y Uk kutuplanmasi

Kutuplanma, hareketli yUkli parcaciklarin bir dis elektrik alan altinda ara
ylzeylerde toplanmasiyla meydana gelmektedir ve bu ylzeyler, serbest yuklerin bir
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kristalden digerine hareketini engelleyici rol oynarlar. Diger bir ifadeyle araylizey
kutuplanmasi gercgek tek bir kristaldeki kusurlar (bosluklar, safsizliklar, catlaklar, vs.)
Uzerinde serbest yiklerin birikiminin bir sonucu olarak meydana gelmektedir. Bu
yuk artistnin neden oldugu birikmeden dolay: elektrik alamn bozulmasi maddenin
tim sigasinin artmasina neden olur (Kosal, 2001). Ornegin polikristal materyallerde
birlesme yuzeylerinde serbest yukler birikebilir ve bu birikmis yuklerden dogan
kutuplanma diger kutuplanmalara bir katki saglar. Bu kutuplanma mekanizmasi
dustk ve orta diizeyde frekanslardaki dielektrik yapilarin tasariminda buyik rol

oynamaktadir. Pb(Zr,e,Ti,,6)0;, SITiOs, La S, Ga Mg, O, vb. maddeler 10°-10°

Hz araliginda gorulen araylizey kutuplanmasina 6rnek olarak verilebilir.
1. 1. 4. Dielektriklerdeic alan problemi

Molekullerin karakteristik Ozelliklerinin  duygunluga nasil bagli oldugu,
ortamdaki molekdller tizerine etkiyen yerel alan ile, distan uygulanan alan arasindaki
iliskiyle belirlenir. Bu, dielektrikte i¢ alan problemi olarak bilinir ve dipoller
arasindaki etkilesmelerin 6nemsenmedigi ortamlar disinda hentiz doyurucu bir
¢Ozumi yapilabilmis degildir.

Cizgisel ortamin y duygunlugu (1.6) denkleminde P = &, xE;. bagintisi ile
tammlanmisti. Burada E;, , ortamin ortalama makroskobik i¢ alamdir. 107> cm
uzaysal boyutlarda dagilmis 101° mertebesinde molekiler dipol iceren, molekdl
araliklarimn blydk oldugu yogun ortamlarda, makroskobik alan ile herhangi bir
molekile veya molekiil kiimesine etkiyen alan arasinda 6nemli bir fark olmayabilir
fakat molekillerin birbirine cok yakin oldugu 10~7 cm uzaysal boyutlarda 1010 —
10'? sayida molekliin bulundugu ortamlarda, komsu molekillerin kutuplanmasinin
anlik degerlerinin sifirdan farkli oldugu gz Online alinirsa, verilen herhangi bir
molekdl Gzerine etkiyen E ., dlam, E makroskobik alandan farkli olmalidr.

E ¢ dlamnin hesaplanmasi icin sdyle bir sistem distnGlebilir: Y UKIU bir
kondansatorin levhalar1 arasina yerlestirilmis ve dizgin olarak kutuplanms

dielektrik ortamda yaricapr a (gok kiglk) olan, iginde bir miktar dipol bulunan
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kiresel bir oyuk olsun (Sekil 1.5). Oyugun merkezindeki dipola etki eden yerel veya
molekuler alan

Eyerep =Ef +E,+E +E' (1.16)

bagintisi ile verilir. Burada E, yukll kondansatortin levhalarindaki serbest yuklerin
alan, E,, kutuplanmis dielektrik ortanmin dis yuzeylerinde olusan +o bagl yuklerin
alani, E; oyuk disindaki ortami temsil eden oyuk yiizeyindeki bagli yiklerin alam ve

E' ise oyuk icinde bulunan cift-kutuplarin alanini temsil etmektedir.

Q +Q *tS, X Sp
| | A
+ + - i + +
+ i - i - + +
s + D  +
+
> 7
| Ep \‘ -—>
~
1r = + 1r = + + -
+ + - - i + +
< Ef
Y
(a) (b)

S
Sekil 1.5. (@) arasinda dielektrik bir madde bulunan yikIa bir kondansatér,

(b) Dielektrik ortamda kiiresel oyuk

(1.16) ifadesinin sagindaki ilk iki alamn toplamina, ortamin makroskobik alan
diyelim ve E ile gosterelim. Boylece

E=E +E,=(2-2)n (117)

€o €o
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yazabiliriz. Buradan yizeye dik birim vektordir. Dielektrik ortamin dis yizeyleriyle
kondansator levhalar: arasinda belli bir bosluk bulunmasindan dolay: burada D = o

olup, sureklidir. Yani dielektrik ortam ile ayn

D = ¢yEf = ¢gE+ P (1.18)
seklindedir. (1.17) ve (1.18) ifadeleri (1.16) ifadesi ile birlestirilirse

Eyorey =E+E +E (2.19)

elde edilir. Bu sonug, oyugun geometrisinden bagimsiz ve oldukca geneldir. Lorentz
alan olarak da bilinen E |, P kutuplanmasiyla anlatilan bir ortalama yaklasiklikta ise
karisan oyugun disindaki dipollerden gelen katkidir. Dogru bir hesaplamanin
yapilabilmesi i¢in, soz konusu dipole yakin olan molekdllerin 6zel sekillenimlerini
ve konumlarim bilmemiz gerekir. Fakat bu her madde icin mumkin olmayabilir.
Sekil 1.5b ‘de goruldigti gibi kiresel oyuk ylzeyinde olusan kutuplanma yiklerinin
ylzey yuk yogunlugu o, = P.n = P, dir. Kutuplanmamin yonini P yonunde
gogerir ve kutupsal koordinatlar1 kullanirsak bu yiklerin kire merkezinde

olusturdugu elektrik alam E;, icin

E, = —[,7 d¢ [ cos?0singde = (1.20)

4me €o

bulunur. Kire yarigapini ¢ok kuigik varsaydigimiz igin P vektort kire iginde sabit
olur. Oyuk igindeki yakin molekuler dipollerin olusturdugu alam saptamak, Ozel
geometrik yap1 disinda, ¢ok zordur. Lorentz, basit bir kibik ¢rglideki cift-kutuplar
icin, her 6rgl kosesinde E’ danmnin sifir oldugunu gostermistir. Boylece basit kiibik
Orguler icin E' =0 ise, timu ile gelisigiizel durumlar icin de E' =0 olmasi
dustnulebilir. Buna goére, cam gibi kristal yapisiz (amorf) maddelerin, yakin
molekillerinden meydana gelen bir i¢ alana sahip olmamalar1 beklenir.
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1. 1. 4. 1. Clausius-M ossotti denklemi

Yukarida izlenen yonteme gore, dielektrik bir ortamda bulunan bir dipol

Uzerine etkiyen net yerel alan, ortamdaki makroskobik E alam ile Lorentz alaninin

toplamina esit olmaktadir:
_ P
Eyerel =E+ g (1-21)

Etki ile kutuplanan bir molekler dipolin m momenti E ..., aan ile orantil
olup, m = gyaE, . Yazilir. a oranti katsayisina kutuplanabilirlik (polarizebility)

denir ve maddenin molekiler dizeyde kutuplanmasimin bir olgtstdar. Dipollerin

karsilikl1 etkilesmedigi durumlarda P kutuplanmasi igin,

<P>=N<m>

= EONa < Eyerel =

=gNa<E+—> (1.22)

380

yazar ve E ile P ’'nin aym yonlu vektorler oldugunu gbz ontne alir ve P icin daha

once buldugumuz P = g,(e, — 1)E ’ssitligini (1.22) de yerine koyarsak

E)

go(e, — 1)E = goNa (E +5
== ()

e=3(E2)=3() a2y

bulunur. Bu ifade tek tip bir molekdl icin, Clausius-Mosotti denklemi olarak bilinir
ve ¢, dielektrik sabitini veya y makroskobik duygunlugu, mikroskobik
kutuplanabilirlik a 'ya ve cift kutup yogunlugu N ’ye baglamaktadir. Denklemin
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gegerliligi yaklasik olarak gazlar ve swvilara uygundur. Dipollerin  karsilikli
etkilesmelerinin 6nemli rol oynadig1 kat1 maddelerde gegerliligi oldukca zayiftir.

Sadece polar maddeleri ele alirsak, orada yonelme kutuplanmas: digerlerinden
farkli olarak sicaklikla ters orantilidir. Bu nedenle yiksek sicakliklarda kaybolur.
Manyetizmadaki benzeri 6zelliklere sahip paramanyetik maddelerden esinlenerek,
bunlara paraelektrik maddeler denir. Ortamdaki elektronik kutuplanmay: da hesaba
katarsak, toplam kutuplanma igin

NmMZEyerer _ m?2
P =P+t = (ae+ ﬁ) NEyerer (1.24)

yazabiliriz.

Clausius-Mossitti  denklemi, kutuplu molekdllerin bulundugu bir ortamda
gegerli oldugunu varsayarsak ve elektronik kutuplanabilirlik e, ‘yi ithmal edersek
yonelme kutuplanabilirligi icin

P _ m?

*= NEyerel B 3kpT (125)
elde edilir. Bunu (1.23) ifadesinde yerine yazarsak, y duygunluk igin

m? __ 3g x _ 3T¢

SkpT TE yada ){(T) o (126)

bulunur. Burada T, = Nm?/9¢,kp kritik sicaklik denir. Bu, manyetizmada Curie-
Weiss yasasi olarak bilinir. Sicaklik kritik sicakliga dogru yaklastikga duygunluk,
asimtotik olarak sonsuz olmaktadir. Bu 0Ozellik sadece Ferroelekirik maddelerde
gbzlenmistir. Ferroelektrik maddeler, distan bir elektrik alam uygulanmadan kalici
kutuplanmasi olan maddelerdir. Baryum Titanat (BaTiO;) ferroelektrik maddelere
iyi bir 6rnektir.

Dielektrik bir ortamda yerel elektrik alamn Lorentz alant alinmasi ve Clausius-

Mossitti denkleminin gecerli kabul edilmesi halinde her maddenin duygunlugunun
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belli bir kritik sicaklikta sonsuz olmas: beklenir. Ferroelektrik maddeler disindaki
ortamlarda boyle bir 6zellik gbzlenmemistir. Bu tutarsizligi Onsager (1936) ilk kez
dielektrik ortamda bir dipol tizerine etki eden yerel elektrik alanim, V2® = 0 Laplace
denkleminin kiresel koordinatlarda c¢oziminden ve elektrogtatigin sinmr-deger

problemlerini kullanarak gidermeyi basarmustir.
1. 1. 5. En Yakin iki Dipoliin Etkilesme Enerjis

Birbirinden r mesafede bulunan m; ve m, ile verilen iki dipol icin (Sekil 1.6)

etkilesme enerjisi

1 1 3
Hpym, = . [T—g m.m; — = (my.7)(m,. T)] (1.27)

seklinde verilir. m; ve m, dipolleri arasindaki ac1 y olsun. Bu durumday icin 6,, 6,

ve ¢, — @, ifadeleri cinsinden
cos(y) = sinf, sin@, cos(@, — @,) + cosO, cosH, (1.28)

yazilabilir. Boylece enerji ifadesi icin, dipoller arast mesafe ve agilar cinsinden

— mim;
Hm1,mz -

{sin8, sinb, cos(p, — @) — 2cosH; cosb,} (1.29)

4TTEQT3

enerjinin minimum degerine

(Hmymo) i = —27ma 5 (1.30)

4TrEQT3
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mim;

(Hml'mz)maks = +2 (131)

4TEQT3

ile verilen maksimum degerine ulasilir.

d M

~s 7

A %
-

7 ’

Sekil 1.6. Aralarinda r mesafesi bulunan iki dipol

Dipollerin farkli 6zel yonelimleri icin de enerji ifadeleri yazmak mumkundr.

Ornegin dipol yonelimlerinin ¢, — @, =m ve 6, =0, = /2 kosullar1 ile anti

_ mym
(Hml'mz)antipar b (1-32)

41TEyT3

durum igin
(Hinmz) oy = pmecrs (1.33)
ifadesi elde edilir.
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1. 1.6. Zamana Bagh Alanlarda Lineer Dielektrikler

Statik durumlarda, yani zamandan bagimsiz elektrik alanin neden oldugu
kutuplanma elektrik alan siddetiyle orantili1 ve denge halindedir. Dinamik durumda
ise elektrik alan zamanla degismektedir ve kutuplanma da elektrik alan siddetiyle bir
denge icinde olmak zorunda degildir. Dinamik durumda, elektrik alan siddeti
zamanla degistigi icin bu degisen alanin neden oldugu kutuplanma da degisir.

Mikroskobik parcaciklar (molekiller, iyonlar, atomlar ve elektronlar)
kutuplanmanin belli bir degerine ulasmak icin 10° s veya daha az olan karakteristik
bir zamana ihtiyag duyarlar. Sayet elektrik alan siddeti hissedilir bir sekilde
periyodik olarak degisirse madde igindeki mikroskobik parcaciklar bu degisime
uygun bir kutuplanma gerceklestiremeyebilir. Yani elektrik alan siddetinin degisim
hizina yetisemeyen bir kutuplanma meydana gelir. Bu durumda kutuplanma, elektrik
alanin degisimiyle aym anda gerceklesemez, yani bir gecikme gozlenir. Bu durum
‘mikroskobik parcaciklarin elektrik alan degisimine olan tepkisi bir zaman
gecikmesiyle olur’ seklinde ifade edilebilir.

Elektrik alan siddetinin zamanla degisimi mikroskobik pargaciklarin
kutuplanmasiyla karsilastirildiginda yeterince yavassa bu durumda kutuplanmayla
elektrik alan siddeti bir uyum iginde olur. Bu duruma yari-statik durum denir ve E(t)

ile orantili bir P(t) kutuplanmasi gorulur. Lineer ve izotropik bir dielektrik igin

P(t) = goxE(t) (1.34)
ve

D(t) = &,.£,E(t) (1.35)
yazabiliriz. Statik durum icin gecerli olan bagintilar yari-statik durum icin de
gecerlidir. izotropik bir ortamile, kendi icerisinde lineer olan yani malzeme Uizerinde

herhangi bir noktamin diger noktalardan bir farka sahip olmamasi, bir baska deyisle

malzeme Uzerinde yapilan bir 6lgimin malzemenin yoninden veya herhangi bir

22



1. GIRIS Muhammet Serdar CAVUS

noktasindan bagimsiz olmasim kastediyoruz. Amorf katilar, kutuplanma teorisinde
izotropik bir ortam teskil ederler. Lineer kristal yapiya sahip olmayan bu maddeler,
elektrik alanin uygulanma yoninden bagimsiz olarak her noktasinda yonden
bagimsiz 6zdes kutuplanmalar gosterirler.

Dinamik durum igin en kolay: elektrik alanin harmonik olarak ele alinmasidr.
Bu halde zamana bagl: elektrik alan

E(t) = Eycos(wt) (1.36)

ile verilir. Burada E, genliktir ve w da siniizoidal degisimin agisal frekansidir. Eger
sinizoidal elektik alamn frekansi ¢ok yuksek ise mikroskobik pargaciklar bu
degisime ayni anda (es zamanli olarak) bir tepki veremezler. Bu davranis, yari-statik
durtumlar icin de gegerlidir. Lineer, izotropik bir madde icin yer degistirme vektori
D, elektrik alanla é faz farkiyla bir tepki icindedir. Y ani yer degistirmedeki gecikme
6 faz farkiyla olmaktadir. Bunu

D(t) = Dycos(wt — 6) (1.37)
seklinde ifade ederiz. Buradan

D(t) = Dycosé cos(wt) + D,siné sin(wt) (1.38)
elde edilir. (1.37) denklemi, frekansin yeterince kiiglk olmasi durumunda § ‘ mn sifir
olmasi nedeniyle statik durumu karsilar. Elektrik alamin frekans: degistigi zaman 6
faz farki da frekansa bagli olarak degisecektir. Eger frekans yeterince disik ise §
sifir olacak ve durgun veya yar1 durgun sartlara ulasacaktir. (1.38) denklemini

asagidaki bicimde yeniden yazarsak

D = Dycosé cos(wt) + Dysind sin(wt) (1.39)
D = D,cos(wt) + D,sin(wt) (1.40)
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g'(w) = I;—: = (Dy/E,) cos(5) (1.41)
£'(w) = ’;—Z = (Dy/E,) sin(8) (1.42)

elde edilir. Boylece periyodik bir alan icin D ile E arasindaki iliski, genlik ve faz
farki yerine ew) ve eqw) gibi frekansa bagl: dielektrik gegirgenligin reel ve sanal
bilesenleri cinsinden yazilir. Boylece (1.38) denklemi daha basit bir bicimde

D(t) = £'(w)Eycos(wt) + " (w)Esin(wt) (1.43)

yazilabilir.

Frekansin sifir olmasi durumunda (1.43) denklemi statik duruma indirgenir ve
burada £'(0) = ¢ satik durumdaki dielektrik sabitine karsilik gelir. Buradan, ¢'(w)
‘min sindizoidal bir alan etkisindeki bir malzemede genellestirilmis dielektrik sabiti
oldugunu soyleyehiliriz. Boylece ¢'(w), “frekansa bagl: dielektrik sabiti” olarak
adlandirilir.

D(t) ‘yi belirleyen diger bir parametre ise ¢''(w) ‘dir. Bu parametre E(t) ye
gore /2 ‘lik faz farkina sahip olan D(t) ‘nin diger bileseninin genliginin bir
Olcustdir ve “kay:p faktori” olarak adlandirilir. Frekansa bagli olan dielektrik sabiti
¢'(w) ve kayip faktéri &”(w) uygun deneylerle frekansin fonksiyonu olarak
olculebilirler. Duslk frekanslarda ¢’ (w) ifadesi statik durumdaki ¢ ‘a esittir, bu halde
£"(w) sifir olmaktadir. Frekans yukselirken belirli araliklarda ¢’ (w) azalirken &' (w)

iseartar. €' ile & ‘nin frekansa gore degisimleri arasinda ters bir iliski vardir.
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Sekil 1.7. Yogun fazdaki polar bilesikler icin frekansa bagl: dielektrik sabitinin
dagilimi ve kayip pikleri

Daha 6nce de sozini ettigimiz gibi, deneysel gercekler bize kutuplanmalarin
ara yuzey, yonelim (oriantation), iyonik, atomik ve elektronik olmak Uzere bes
kisimda gerceklestigini gostermektedir. Kutuplanmalar molekdllerin, iyonlarin,
atomlarin ve elektronlarin bir dis elektrik alan etkisiyle hareketlerinden olusmaktadir
ve bu bes kisim kutuplanmanin her biri farkli karakteristik zamanlara sahiptirler. Bu,
Sekil 1.7 ‘den kolayca gortlmektedir. ilk olarak 10~3 — 103 Hz araliginda araylizey
kutuplanmalari, 103 — 10° Hz arahiginda yonelme kutuplanmalari, 102 — 103 Hz
araiginda iyonik kutuplanma, 10'* — 10> Hz atomik ve yukar frekanslarda ise
elektronik kutuplanma gézlenmektedir.

Bu kutuplanma siirecleri her frekansta tst Uste binerek bir tepki olusturmazlar,
yani molekiler dizeyde bir tepkiyle karsilasildiktan sonra elektrik alamn frekans:
daha da arttirilirsa elektrik alanin bu artan frekansina karsi molekiller bir tepki
vermekte gecikirler. Frekans daha da arttiginda molekiller hi¢ tepki veremez hale
gelirler. Molekiler dizeyden atomik dizeye gecildiginde yalnizca atomlar ve
elektronlar bu yiiksek frekansa bir cevap ya da bir tepki verebilirler. Atomik frekans
asilinca atomlar da molekdiller gibi bu yiksek frekansa tepki veremezler. Dis alanin
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frekansi elektronun frekans: yakinlarinda ise yalnizca elektronlardan kaynaklanan bir
tepki vardir.

Frekansa bagli dielektrik sabiti ve kayip faktoru, farkli frekans bolgelerinde
farkli davramiglar gostermektedir. Elektromanyetik spektrumun optik bdlgesinde
bunlarin davrams: kirilma indisi ve sogurma (absorpsiyon) olgimleriyle belirlenir.
Kirilma indisinin frekansa gore gosterdigi degisime dagilim (dispersion) ad: verilir.
Optik bolgede frekansla kirilma indisindeki artis normal dagilim 6zelligi gosterir.
Baz1 6zel durumlarda bunun tam tersi olabilmektedir; frekansin artan degerlerine
karsilik kirilma indisinde bir azalma olur, ki buna anormal dagilim denir. Y apilan
calismalarda molekiler hareketlerin elektrik alamn gerisinde kaldigi frekanslarda
tum polar bilesiklerde bu durum gozlenmis ve aslinda bu dagilimin normal oldugu
anlasilmigtir.

Yonelme kutuplanmasi icin dagilim bolgesinde frekansa bagli dielektrik
sabitinin frekansa gore degisimini veren egri, atomik ve elektronik kutuplanma icin
olandan farklihik gosterir. ¢ ‘nin atomik ve elektronik kutuplanma icin verdigi
maksimumlar digerinden daha keskindir. Bu, yonelim kutuplanmas: ve uyarilmis
kutuplanma veren molekuler siireclerin her dagilim bolgesinde farkli kaynakli olmast
sonucudur. Yonelme ve uyarilma ile olusan kutuplanmalarin  dinamik
davranislarindaki farklilik durulma ve rezonans olaylariyla karakterize edilebilir
(Bottcher ve Bordewijk, 1978).

1. 1. 7. Frekansa Bagh K ompleks Dielektrik Fonksiyonu

Degisken bir alan icindeki dielektrik icin D ile E arasindaki iligki frekansa
baglidir. Dielektrik ortamu olusturan materyalin, molekiler veya elektronik
titresimlerinin 6z frekanslarina yakin olan frekans degerlerinde, durgun veya yari
durgun durum igin gegerli olan D = ¢E bagintisi artik gegerli degildir. Yani elektrik
alan E ile kutuplanma P ve D arasinda bir faz gecikmesi olur. Her hangi bir anda P
ve D’ nin degeri ayni andaki E’nin degeri ile belirlenemez. Sebep-sonug ilkesine gore
t anindaki uyarilma, t zamamndan 6nceki E’in yapmis oldugu etki sonucunda ortaya

cikar. Yani ¢ artik bir sabit olmaktan cikarak frekansa bagli olarak bir dagilim
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gosterir. Genel olarak dispersiyon adi verilen olayin meydana geldigi yiksek frekans
degerlerine sahip periyodik alanlar icin kompleks dielektrik katsayisi, lineer ve
izotropik dielektrikler icin ortamin 6zelliklerine ve frekansa bagl olarak

FlOte = [ f(t)et dt (1.44)

Es—Eo0

ile verilir (Landau ve Lifshitz, 1960). Burada f(t) tepki fonksiyonu olarak bilinir.
Ortamin Ozelliklerine ve zamana bagli bir fonksiyondur ve birim elektriksel alan
basina kutuplanmadaki gecikmeyi verir. f(t) tepki fonksiyonu; f(t) = —d¢(t)/dt
esitligi ile ifade edilir. Burada ¢(t) durulma fonksiyonu olup tamm geregi t =0
aninda sabit bir dig alamn kaldirilmasindan sonra sistemin birim hacimdeki toplam
elektrik dipol momentinin zamanla nasil bozunacagim ifade eder ve ¢(t) =
P(t)/P(0) ile verilir. Buna gore harmonik bir alan icindeki sistemi karakterize eden
kompleks dielektrik sabiti ¢*(w) ile ¢p(t) durulmafonksiyonu arasindaki baginti

£ (@) =g _ J-OOO p-iwt (_M) dt (1.45)

Es—E0 dt

veya bu esitligin sag tarafimin kismi integralinin alinmasiyla

e (w)—&co =1—iw J‘O‘X’ e_iwt(]b(t) dt (1.46)

€s—€0

seklinde integral denklemiyle verilir. Kompleks dielektrik sabiti ¢*(w), w 'nin
sonsuza yaklasan limit degerinde, ¢, ve w 'mn sifira yaklasan limit degerinde de ¢,
gibi bir degere esit olur. [e*(w) — e,]/ (g5 — €,) ifadesine normalize edilmis
kompleks dielektrik duygunluk fonksiyonu denir ve genelde y(w) ile gosterilir.
Normalize edilmis dielektrik fonksiyonu y(w) 'nin reel kismu y'(w), sanal kismi
x"'(w) olmak Uzere y(w) =y'(w)—iy"(w) ile verilir. (1.45) ve (1.46)
esitliklerinden yararlanarak bir sistemin durulma fonksiyonu analitik olarak

verildiginde veya deneysel olarak olglldiginde onun normalize edilmis kompleks
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dielektrik sabitinin reel ve sanal kisimlari bulunabilir. (1.46) denkleminin ters
Laplace dontsumi yapilarak da ¢(t) durulma fonksiyonu y(w) cinsinden ifade
edilebilir

Dielektrik icinde depolanan enerji y' ile orantili, 1s1 seklinde aciga cikan
enerji ise " (w) ile orantilichr. Dielektrik icinde birim hacimde, birim zamanda aciga

¢ikan enerji:

w=2 g de (147)

ile verilir. Burada I kondansat6r icindeki akimdir; I = dq/dt, q ise kondansator
levhalarindaki yizey yik yogunlugudur. Ayrica D = g oldugu icin akim;
I = Z—Iz = w(—D; sin(wt) + D,sin(wt)) (1.48)

seklinde olur. Buradan birim hacimde birim zamanda agiga ¢ikan enerji su sekilde

olur;

W= %f()z:r/w w[—D; sin(wt) + D,sin(wt)]E,cos(wt) dt (1.49)

w — @ B2
DBy = = E}x (1.50)

W=

Normalize edilmis dielektrik duygunluk fonksiyonu y(w) = y'(w) — iyx"" (w)
‘nun reel ve sanal bilesenleri arsinda Kramers-Kronig donistimleri Landau ve
Lifshitz (1960) tarafindan ortaya konmus, daha sonra Sitki Eker (1997) tarafindan
yuksek lisans galismasi olarak dielektrikte bir takim uygulamalar: yapilmistir:

, _ 2 o) n
X () =2p [P X5 qz (151)
X'(w)==2P[" 25 dy (152)
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Kramers-Kronig bagintilar: katilarin dielektrik davramslarinin yorumunda temel bir
Oneme sahiptir. Baginti, lineer bir sistemde dielektrik fonksiyonunun sanal kismi
belli bir frekans araliginda biliniyorsa reel kismim bulma olanag: verir ve bunun tersi

de mUimkUndar.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu bolimde, dielektrik durulma mekanizmasim agiklamak igin gelistirilmis ve
“Debye teori, Hiyerarsik Kisitlanmis Dinamik Durulma Modeli, Forster Direkt-
Transfer Modeli, Szigeti dielektrik teorisi, Stzilme Modeli, Fraktal Durulma modeli,
Bariyer modelleri, Zincir-dinamik modeli, Kusur Diflizyon Modeli, Stokastik Ising
Modeli’'ne dayali calismalar ve Kesirli Durulma Siregleri” olarak da bilinen
calisgmalardan bazilarinin temel varsayimlar: ve dielektrik durulma mekanizmasin
aciklamadaki yaklasimlari kisaca degerlendirilecektir.

Glnumize kadar yapilan calismalar sonucunda evrensel durulma yasasinin
birbirinden farkli sistemlerde de aym oldugu gozlenmis ve kabul edilmistir.
Birbirinden farkli dipolar sistemlerde gozlenen kesirli-Us yasasi veya KWW
(Kohlrausch-Williams-Watts) yasasint elde eden ¢ok sayida model calismalar
yapilmistir. Zener (1937) tarafindan termodinamik 1s1 alam ile zorlayici (strain)
arasindaki karsilikli etkilesmeyi hesaba katarak, bir lineer kati igindeki zorlayici
alanin (strain field) durulmasim agiklamak icin ortaya konulan model, Debye (1945)
tarafindan genellestirilerek dielektrik durulmaya uygulanmistir (Meltzler ve Klafter,
2002). Debye, bir sivi icindeki dipol momentlerin, yonlendirilmis siral1 bir diizenden
gelisiguizel bir diizene durulmalar: sirasinda sivi pargaciklar ile rastgele carpistigini
varsaymiustir. Baslangicgta bir dis alan etkisiyle yonlendirilmis, dipol momenti m(t)
ve yarigapt R olan kigik kiresel dipolar molekillerin dis alan kaldirildiktan sonra
viskozitesi n ve sicakligi T olan bir sivi iginde nasil durulacagim ifade eden bu

model, ele alinan diflizyon denkleminin belli kosullar altinda ¢bziimtinden

o(t) = e ", v = 4mnR/KT (2.1

durulma fonksiyonu ortaya koymustur. Burada t, karakteristik durulma zamamdir.
Daha sonralar1 dielektrik durulmanin analiziyle ilgili yapilan deneysel calismalar
dielektrik durulmann dinamik davramsint belirleyen durulma fonksiyonlarinin klasik
Debye durulma fonksiyonuna uymadigini ortaya koymustur (Williams ve Waitt,
1970; Cole, 1989). Debye teorisi, DiMarzio ve Bishop (1974) tarafindan viskoelastik
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malzemelere uygulanirken, Ivanov (1964) ve Anderson (1972) tarafindan da sonlu
atlamal1 durumlar igin gelistirilmistir.

Williams ve Waitts (1970) cams:i ve polimerik malzemelerle yapilan deneysel
sonuglara dayanarak, bu tir malzemelerin gosterdikleri davranslarin, kesirli-Us
yasasi veya KWW yasasi olarak da bilinen ve Debye fonksiyonunun genellestirilmis
bir hali olan

p(t) =e"®F 0<p<1 (2.2)

seklindeki ampirik bir durulma fonksiyonuyla ifade edilebilecegini gostermislerdir.
Dielektrik durulma da dahil olmak tzere birbirinden farkli birgok fiziksel sistemlere
ait deneysel gozlemleri acgiklamak icin KWW fonksiyonu kullanmimaktadir.
Kohlrausch’un ilk defa visko-elastikligi agiklamak igin 6nermis oldugu bu baginti
Williams ve Watts (1970) tarafindan dielektrik durulmay: agiklamada kullamlmustir.
KWW durulma yasasini elde eden fiziksel modellerin dayandigi ortak ozellik,
hiyerarsik olarak kisitlanmis veya zorlanmis dinamikleri temel almalaridir. Jonscher
(2977) tarafindan KWW durulma fonksiyonunun uydugu deneysel gozlemlerin genis

bir derlemesi yapilmistir.
2. 1. Szigeti Dielektrik Teoris

Szigeti (1949), 1949-1961 yillar1 arasinda kristalerin dielektrik davramslar
Uzerine bir dizi makale yaymlamistir. Szigeti’nin teorisi farkli yapidaki izotropik,
anizotropik, iyonik ve kovalent kristallere uygulanabilir bir niteliktedir ve bu teorisi
maddenin dielekirik, spektroskobik ve elastik 6zelliklerini birbirine baglamaktadir.
Teorisi kovalent ve iyonik kristallere ve poliatomik cristallere ek olarak diatomik
kristallere de uygulama alamt bulmustur. Etkin iyonik yikler kavrami, teorinin
Onemli kissmlarindan biri olarak ortaya gikmaktadir.

Szigeti, teorisini dielektrik sabiti ve orgu frekansi arasinda bir iliski kurarak
gelistirmistir. Teorinin ana 6zellikleri asagidaki gibidir:

(i) Iyonlar deforme olabilirler
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(i) Dielektrik igindeki kutuplanma iki kisma sahiptir: infrared kutuplanma ve
ultraviyole kutuplanma

(i)  Ultraviyole kutuplanma elektrik kutuplanmayla ayniyken infrared
kutuplanma elektrik ve atomik kutuplanmadan olan katkilara sahiptir.

(iv)  Atomik ve elektronik kutuplanmalar bagimsiz degillerdir ve aralarinda bir
etkilesim vardir. Bu etkilesmeler kisa ve uzun-mesafeli (long-range)
etkiler agisindan ikiye ayrilir.

(v) Toplam dipol moment iki kisma ayrilwr: M = M; + M,, , burada M,

ultraviyole frekansli elektronik salimimlarin frekansidir ve M; infared

kismuchr. M; kismi M; = 3. jj—(’jQi seklinde verilir ve burada Q; normal
]

koordinatlardir.

Szigeti yaptig1 bu varsayimlar sonucunda
& = &0 + [(£60 + 2)/3)?[s2(ze) N /muv?] (2.3)

bagintisim elde etmistir. (2.3) denklemindeki ilk terim ultraviyole kutuplanmanin
katkisini, ikinci terim ise infared kutuplanma nedeniyle olan katkiy1 temsil
etmektedir. Ayrica s, elektronik ve atomik yerdegistirmelerin  kisa-mesafeli
etkilesimlerini ifade eder ve sze = sze* olarak tammlanip e* etkin yuktur.

Szigeti’'nin kendisinin yant sira teori birgok bilim adamlar1 tarafindan da
gelistirilmistir. Kisaca Ozetleyecek olursak Yamashita (1952), Yamashita ve
Kurosava (1955) teoriyi kuantum mekanik variation method kullanarak yeniden ele
amiglardir. Daha sonrasinda Dick ve Overhauser (1958) daha fazla kutuplanma
mekanizmalarimin etkilerinin de hesaba katilmasi gerektigini varsayip teoriye kisa-
mesafeli etkilesim ve takas (exchange) yuk kutuplanmas: etkilerini de eklemigler.
Hanlon ve Lawson (1959) ise mekanik kutuplanma etkilerini hesaba katarken
Mitskevitch (1964) ise iyonik bozulmalar (distortion) Gzerinde dipol etkilesmelerinin
etkileri oldugu varsayimina dayanan gelistirmeler yapmistir (Sirdeshmukh ve ark.,
2007).
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2. 2. Kusur Difuizyon M oddli

Debye yapisinda olmayan durulma davranisim aciklayabilen birlesik bir
durulma modeli, Glarum (1960) tarafindan kusur difiizyon modeli adh altinda ortaya
konmustur. Model, bir kusurun, madde icinde diflizyon hareketi yaparak, birbiriyle
etkilesmeyen durulma merkezlerinden birine ulastigi zaman durulmaya sebep oldugu
fikrine dayanir. Glarum’un bir boyutta ortaya koydugu bu modelde sadece en yakin
kusurlarin durulma merkezine ulasir ulasmaz anlik donmeye veya yon degistirmeye
neden olmasiyla durulmamn meydana geldigi varsayilmis ve bu varsayim siginda
elde edilen durulma fonksiyonunun Cole-Cole ve Cole-Davidson davranisi gosterdigi
gozlenmistir.

Daha sonralart Hunt ve Powles (1966) kusur diftizyon modelini U¢ boyuta
genellestirmisler fakat genellestirme sonucunda ulasilan bulgularin bir boyutlu
analizden elde edilen sonuglarla ok buyik farkliliklar gostermedigi ortaya gikmstir.
Bununla birlikte Phillips ve ark. (1972) Glarum'un ¢alismasint iki en yakin komsu
kusuru g6z oOnine alan bir modele genisletmislerdir. Bu genellestirmeler model
Uzerinde buyuk capli sonugsal degisiklik ortaya koymamustir.

Daha sonra Bordewijk (1975) sadece en yakin komsulukta bulunan kusuru
degil de tiim kusurlar1 g6z 6niine alarak kusur diftizyon modelini gelistirmistir ve bir
boyutta b = 0.5 oldugu KWW durulma fonksiyonunu ve (¢ boyutta da Debye
fonksiyonunu elde etmistir.

Shlesinger ve Montroll (1984) rasgele sigrama hareketi yapan kusurlar igin
bekleme zamanlarinin bir hiyerarsisini ileri sirerek KWW fonksiyonunun nasil
0<b <1 arahigina genellestirilebilecegini  gostermistir. Ayni  cercevede bu
modellerin fraktal geometrilere genisletilmesi ile ilgili calismalar da yapilmistir
(Klafter ve Blumen, 1985).

Bozdemir (1985), bir boyutta kusur difiizyon modelini yeniden ele alarak n
"ninci mertebeden dizeltmesini yapmis ve yalmzca dipolin kendisini degil, Gzerinde
bircok kusur bulunan bir sistem iginde dipolar-zincirin timint gdz 6nine alan
molekiler zincir kusur diftizyon modelini ortaya koymustur. Modelin temel 6ngorusi,
dipol zinciri Uzerindeki hareketli kusurlardan her hangi birinin dipolt déndirerek
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tum zincirin durulmasina neden oldugudur. Bozdemir bu modelinde kusur dagilimi
icin kesirli (fractional) Gama dagilimint kullanarak KWW fonksiyonunu elde etmis
ve ozelliklerini ayrintili bir sekilde incelemistir.

Herhangi bir durulma merkezine ulasan bir ilk kusurun durulmaya neden
oldugu ©ngorusiine dayanan Kusur difizyon modeli “Her hangi bir durulma
merkezine bir kusur ulasmadig siirece durulma meydana gelmez” ve “Sistem icinde
hareket eden kusurlar rastgele ylrime hareketi yaparlar” seklinde olan iki temel
varsayimin yamsira “Kusur, durulma merkezine ulasir ulasmaz anlik olarak durulma
meydana gelir’, “Bir durulma merkezinin durumu diger merkezlerin bulundugu
durumdan bagimsizdir ve “Bir kusurun hareketi diftizyon denklemi ile
tammlanirken durulma merkezi sabit olarak alinir” seklindeki t¢ yardimci varsayima
dayanir.

Kusur difizyon modelinde, t =0 amnda bir kusurun x =1 noktasinda
bulundugunu farz edilir ve en yakin kusurun O — t zaman araliginda x = 0 noktasina

ilk defa ulasma olasiligi da P(t) ile verilir. Kusurun hareketini belirleyen ifade ise

aP(xt) _ ~ 92P(xt)
at dx2

(2.4)

seklindeki diftizyon denklemi ile belirlenir ve bir kusurun durulma merkezine ulasma
olasiligim, kusurun pozisyonuna ve difizyon katsayisina baglar. Kusurun
baslangictaki konumu P(0,0) =1 ve P([,0) = 0,1 # 0 seklindeki sinir sartlar1 ile
verilir. Ayrica en yakin kusurun x =0 noktasina ilk ulasan kusur oldugundan emin
olmak icin I = 0 g6z 6nline alinmistir. Bunun yanindax < 0 icin P(x,t) = 0 olmasi
gerektiginden kusurun x = 0 noktasina ulastiktan sonra sistemden ayrildigi veya

kayboldugu farz edilmistir. Bu sinir sartlarina gére difiizyon denkleminin ¢bzimii

. _ AP (x,t)
P(Lt)=-D ( = )le (2.5)
P ) = 222 exp(~12/4D1) (2.6)
! (47TD)1/2 p '

35



2. ONCEKI CALISMALAR Muhammet Serdar CAVUS

ile verilir. Kusurlarin difiizyon hareketi yapmasindan dolay: sistem icinde kusurlarin
dagilimi gelisiglizel olup verilen bir durulma merkezine en yakin kusurun [l ile

[ + Al arasinda bulunma olasilig1
() = exp(=1/1o) (27)
Seklinde secilmis ve birim uzunluk basina diisen kusur sayisi 1/21, olarak alinmustur.

Buna gore P(t) olasiligi P(1,t) 'nin tim olasi [ degerleri Uizerinden ortalamas

alindiktan sonrada elde edilen P(1, t) 'nin t ‘ye gbre integralinin alinmastyla

P(t) = [, f() P(L 1) dl (2.8)
P(t) = [; P(¢) dt (2.9)
P(t) =1 —exp(t/tp)erfc(t/ty)? (2.10)

elde edilir. Boylece dipol korelasyon fonksiyonu igin

#() =1 - P(t) 2.11)
o (t) = exp(t/tp)erfc(t/tp)V/? (2.12)

ifadesine ulasilir. Burada durulma zamani 7, = 13/D ile verilir ve kusurun 21, kadar
mesafeyi kat etmesi igin gegen sire olarak tammlanir. Elde dilen bu korelasyon
fonksiyonu frekans uzayinda Cole-Cole bagintisinin @ = 1/2 6zel durumunu
vermektedir. Bu durulma mekanizmasimin disinda dipollerin - kusurlarla ve
kendileriyle etkilesmedikleri dikkate alinarak elde edilen Debye durulma fonksiyonu
ile yukarida verilen durulma fonksiyonunun carpimi frekans uzayinda Cole-
Davidson davranisini ( = 1/2) vermektedir.
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2.3. Hiyerarsik Kisitlanmig Dinamik Durulma M odeli

Palmer ve arkadaslar1 (1984) durulma mekanizmasimin basamaklar halinde
meydana geldigi, sistem Uzerindeki kisitlayicilar ve zorlayicilardan dolay: serbestlik
derecesi biyik olan yerel yapi durulmaya ugramadan serbestlik derecesi kiguk
olamnin durulmaya ugramadigi, yani hiyerarsik bir dizenin oldugu hiyerarsik
kisitlanmis dinamik bir durulma modeli nermislerdir. Sistemin her bir diizeyindeki
serbestlik derecesinin 0 seviyede bulunan N, tane Ising spininin olusturdugu

konfigurasyonlabelirlendigi modelin 6nerdigi durulma fonksiyonu
P(t) = Yoo wpe ) (2.13)

ile verilir. Burada N =>_,N, ve w, =N,/N ile tanmhdir. Fonksiyon

parametrelerin uygun sekilde secimiyle, epeyce karmasik hesaplamalardan sonra
(1) ~ woe D" (2.14)
seklindeki KWW durulma fonksiyonu elde edilmektedir (Palmer ve ark. 1984).
2. 4. Forster Direk-Transfer M odéli
Model, uyarilmis seviyede olan bir donardan statik kusurlara dogrudan enerji
transferi oldugu varsayimina dayanmaktadir (Forster,1949; Blumen, 1981). Verilen
bir sistemdeki bir donordan x; konumunda bulunan bir duragan kusura dogrudan bir

enerji iletimi oldugu ve bir t anina kadar donorun uyarilmis seviyede kalma

olasiligim temsil eden

¢i(t) = exp[—tV (x;)] (2.15)
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seklinde bir durulma fonksiyonu Onerilmistir. Burada V(x;) durulma hizidir ve
durulma zaman ise 7(x;) = 1/V(x;) ile verilmistir. Baz1 yaklasikliklarla birlikte

durulmahizinin V (x;) = a/x* seklindeki secimi icin durulma fonksiyonu

@ (t) = exp|[—(t/T)¥*] (2.16)

seklinde KWW formundaki durulma fonksiyonuna dontsmektedir. Burada a
yogunluk fonksiyonu olup bir sabit, d boyut ve k ise durulma hizim karakterize eden
bir Usteldir. Model paralel durulma mekanizmalari oldugu varsayim igin de ayni

sonuca ulagsmaktadir (Klafter ve Shlesinger, 1986).
2. 5. Fraktal Durulma M oddli

Fraktal geometri, diizgin veya simetrik bir geometrik yapiya sahip olmayan
cisimlerin sekillerini agiklamak icin Mandelbrot (1983) tarafindan gelistirilmistir.
Fraktal yapida olan cisimleri karakterize eden nicel 6lglim fraktal boyutlar: ile ilgili
olcumlerdir. d fraktal boyutu 6lgeklendirmeye dayanan bir teknikle bulunur.

Fraktal durulma modeli KWW tipindeki dielektrik durulma davransini
aciklamak icin ileri strdlmistir (Shelisinger ve Montroll, 1983; Dissado ve Hill,
1987; Niklasson, 1987). Fraktal durulma mekanizmalarinda, siireci olusturan olaylar
kendi-kendine benzer bir yolla meydana gelmektedir. Yani olaylar hiyerarsik zaman
araliklarinda hiyerarsik bir diizen icinde meydana gelmektedir. Gergek sistemlerdei
sirecleri modellemek icin stokastik fraktallara ihtiyag duyulmustur (Mandelbrot,
1983). Dielektrik durulmanin fiziksel mekanizmasi fraktal zaman siregleri ve fraktal
uzay surecleriyle agiklanmaya calisilmistir. Fraktal zaman sireclerine dayanan
modeller dielektrik durulmanin bazi 6zelliklerini anlamak icin ileri surtlmuislerdir.

Bdyle bir siirecte ortalama olay sayist

N(t) = t% (2.17)
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ifadesiyle verilir. Boylece fraktal zaman kavrami bekleme-zamanlari dagilim ile
iligkilendirilir. Materyal icindeki uzaysal dagilimdaki dizensizlik fraktal yapiyla
tammlanir. Buna bir 6rnek; dielektrik durulmaya neden olan durumlarin (states)
sliziilme modeline gore olusum gosteren fraktal yapidir. T sicakligindaki kompleks
bir sistemin KWW yapisinda bir durulma gostermesinin sistemdeki mimkin
girilebilir durumlarin konfigtrasyon uzayinin fraktal morfolojisinin bir sonucu

oldugu ileri suralmastdr (Jund ve ark., 2001).

2. 6. 1sing Modeline Dayanan Calhismalar

Ising modeli, dielektrik durulmanin anlasilmasi agisindan 6neme sahip olan ve
yaygin olarak kullanilan modellerden biridir. Ising modelinin tek boyutta zamana
bagli analitik ¢cozimi Glauber (1963) tarafindan yapilmis olmakla birlikte Anderson
(1970) ilk defa en yakin dipol etkilesmelerini dikkate alan bir nimerik ¢cozim ile
dielektrik durulmaya uygulamustir.

Daha sonra Bozdemir (1981), Glauber’in dinamik Ising modelini sonlu ve
sonsuz elemanli dipol zincirlerinin durulmasina uygulamis ve ilk defa ilgili dipol
korelasyon fonksiyonlarimin ve kompleks dielektrik sabitinin analitik ifadelerini
turetmeyi basarmistir. Bozdemir, sonlu bir zincir veya sonsuz bir dipol zincirinin
icindeki tek bir dipolin durulma fonksiyonun Debye tipinde olmadigini ortaya
koymustur. Bu davramsin dipoller arasindaki en yakin etkilesmelerin dogal bir
sonucu oldugunu 6ngoren Bozdemir, modelin bir ¢ok dielektrik maddede gozlenen
durulma verileriyle uyumlu oldugunu gostermistir.

Daha sonrasinda Skinner (1983) Oncekilerden farkli gegis olasiliklar: segerek,
Anderson ve Bozdemir’in yaptigi modelleri temel alan, tek boyutlu molekiler zincir
icin bir korelasyon fonksiyonu tlretmistir. Elde ettigi sonug, 0.5 < <0.74
degerleri icin KWW durulma fonksiyona uygunluk gostermistir.

Uzun diyebilecegimiz bir zaman araligi sonrasinda Brey ve Prados (1996)
Bozdemir’in elde ettigi sonuclara, distk sicaklik limitinde gegerli olan ve Cole-
Davidson (B, = 0.5) tipinde dielektrik fonksiyonunu ortaya koyan bir yaklasimla
degisik bir yoldan ulasmustir.
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2. 7. Suztilme M oddli

Bu model fiziksel problemlerin bilgisayar modellemelerinde, faz-gecisleri,
Olgeklendirme bagintilari, kritik-Usler ve yeniden-normalizasyon gruplari gibi
kavramlar: incelemede ve grafiksel analizlerinde kullanilan bir tekniktir.

Uc boyutta olusturulan zayif iletken-yalitkan bilesiklerin, iletken parcaciklarin
konsantrasyonunun bir fonksiyonu olarak frekansa bagli kompleks dielektrik
fonksiyonu slzilme modeli ile nimerik simtlasyon teknigi kullanilarak elde
edilebilmis (Calame, 2003) ve bu sistemlerin sizilme esiginin altinda, disik
iletkenlik konsantrasyonu igin Debye tipinde bir davrams sergilerken yuksek
iletkenlik konsantrasyonunda ise Cole-Davidson tipinde davrams gosterdigi
gbzlenmistir. Dielektrik karigimlarin  stizilme modeli Tuncer ve ark. (2002)
tarafindan yapilmis ve frekans bolgesinde Debye tipinde olmayan davranslar elde
edilmis ve bu tdr bir davramsin stizilme modelinin olusturdugu fraktal geometriden

kaynaklandigi 6ngorulmuistur.
2. 8. Kesirli Durulma Surecleri
Kesirli hesap teknigi kullamlarak, durulma slreclerini aciklamaya dayali

calismalar ozellikle son on yili kapsayan bir zaman araliginda agirlik kazanmustir.
Calismalar genel olarak

aP(xt) _ ,, 02P(xt)
= K5 (2.18)

ile verilen difizyon denklemi ve farkli difiizyon tipi denklemlerin kesirli hesap
teknigi ile c¢Ozimlerine dayanmaktadir. Burada P(x,t) olasilik yogunluk
fonksiyonudur. Bu noktada genis bir yelpazede strdirtlen dielektrikle ilgili kesirli
durulma yaklasimlar1 6ncelikli olarak Hilfer (2002), Uchaikin (2003), Reyes-Melo ve
ark. (2005), Coffey ve ark. (2004) ve Nigmatullin (2007) tarafindan yapilmis ve bu
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calismalar frekans bdlgesinde Debye ve Cole-Cole tipi davramslart agiklamada
oldukca basarilt olmuslardir.

2. 9. Deneysdl Sonuclarin Yorumuna Dayanan Ampirik Fonksiyonlar

Dielektrik durulma sireclerini agiklamak igin yapilan ilk fiziksel modellerden
biri Debye modelidir. Birbiriyle etkilesmedigi varsayilan dipollerden olusan

sistemlerde, dipollerin sirtiinmeli bir ortamda diflizyon hareketini ele alarak, f (t)

durulma fonksiyonunun

¢(t) = exp(—t/T) (2.19)

biciminde Ustel olmasi gerektigini ortaya koymustur. Burada t 'ya makroskobik
durulma zamar denir. Bu modelden, denklem (1.46) yardimiyla kompleks dielektrik

fonksiyonu igin

1
1+iwt

x(w) = (2.20)
bagintisi elde edilir. Debye bagintisi icin kayip egrisi Sekil 2.1 ‘de verilmistir. Debye
tipi durulmalar, net bir sekilde genellestirilemese de, daha ¢ok a-durulma da denen
ve alcak frekans bolgesinde ya da yuksek sicaklik limitlerinde kati amorf
polimerlerde sikga gozlenmelerinin yamsaira Alkyl halide sivilarin poly(vinyl
bromide) in dioxane ve polyvinyle chloride in tetrahydrofuran‘in su katkili (dilute)
cozeltilerinde  karsimuiza  ¢ikmaktadir.  Bununla  birlikte NH,HSO, gibi
ferroelektriklerde de Debye benzeri egriler gbzlenmistir (Bozdemir, 1978).
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Sekil 2.1. Debye bagintisi igin kayip egrisi. Yarigenislik 1,14D ve egrinin egimleri
m = x1 dir.

Fakat sonralari yapilan deneysel calismalar, dielektrik durulmanin dinamik
davranmisimi belirleyen fonksiyonlarin klasik Debye durulma yasasina uymadigini
gogermis ve dielektrik durulma icin sadece deneysel gozlemleri ifade eden
matematiksel fonksiyonlar olarak nitelendirilebilinen, fiziksel modellerden
¢ikartilmayan, ampirik fonksiyonlar ileri strdlmustir.

Zaman bolgesinde ortaya konulan en o6nemli ampirik durulma
fonksiyonlarindan biri daha Oonce de sozinl ettigimiz ve Kohlrausch (1854),
Williams ve Watts (1970) tarafindan ortaya konulan

f(t) =exp[- (t/t)°], O<b<l (2.21)

seklindeki KWW fonksiyonudur. a-pikleri sergileyen Polyvinyl acetate, polyvinyl
octonate, polyethyl acrcylate, polymetthyl arcylate, polypropylene oxide gibi bazi
amorf polimerlerin KWW fonksiyonuyla daha uyumlu oldugu gorulmistir
(Bozdemir, 1978).

Diger taraftan kompleks dielektrik sabiti icin, frekans uzayinda, gozlemlere
dayal1 en 6nemli ampirik ifadelerden ilki Cole ve Cole (1941) tarafindan

x(w) = O<a<l1 (2.22)

1+(iwt)* '’
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biciminde Onerilmistir. « ‘rin farkli degerleri icin kayip egrileri Sekil 2.2 ‘de
verilmistir. Cogu polimer yapilarla birlikte ferroelektrik maddelerin 09 <a <1
araliginda Cole-Cole bagintisina uygunluk gosterdigi  gordlmisttr. Durulma
zamanimin dagilimlarim hesaba katan bazi Oneriler olsa da bu kigik sapmalarin
nedenleri pek agiklanabilmis degildir (Bozdemir, 1978).

X' w)
0.300F

0.200 -
0.150}

0.100F
0.070F =05
0.050 -

0.030+ a=07

0.020%
0.015F

0.010-

I I I I I Log wT
0.01 01 1 10 100 1000

Sekil 2.2. Cole-Cole bagintisinin « ‘nin farkli degerleri icin kayip egrileri

Deneysel calismalara daha uyumlu bir diger 6neri ise Davidson ve Cole (1950)
tarafindan

yw)=—— , 0<p<1 (2.23)

(1+iwT)P

biciminde Onerilmistir. B ‘mn farkli degerleri icin kayip egrileri Sekil 2.3 ‘de
verilmistir. Cesitli Na,O — SiO, camlar1 ve Cs,0 — SiO, ve Na, O — SiO, bilesikleri
Cole-Davidson davranisini sergileyen iyi birer ornektirler (Bozdemir, 1978).

Sekil 2.3 “den de agikca gorilebilecegi gibi f ‘mn bire yaklasan degerleriyle
birlikte Cole-Davidson denklemi Debye denklemine ve Sekil 2.2 igin @ ‘nin bire
yaklasan degerleriyle Cole-Cole bagintisimin  Debye bagintisina  donustigu
gorilmektedir.
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X" )
0500

0100+ =04

0.050 -

0.010} B
0.005

0.8

0.001

! ! ! ! ! ! Log wT
0.01 01 1 10 100 1000

Sekil 2.3. Cole-Davidson bagintisimin 8 ‘rin farkli degerleri igin kayip egrileri

En son olarak Havriliak ve Negami (1966) tarafindan Cole-Cole ve Cole-
Davidson fonksiyonlarinin bir kombinasyonu da diyebilecegimiz
O<a<l,0<p<1 (2.29)

-t
x(w) = [1+(iwn)?]f

bagintisi ortaya konmustur. (2.24) ifadesi incelendiginde Havirliak-Negami
bagintisimin § = 1 degeri icin Cole-Cole, « =1 degeri icin Cole-Davidson ve
a =1, =1 degerleri icin Debye bagintisina donustigl rahathkla
gorulebilmektedir. (2.24) ile verilen Havirliak-Negami bagintisimin « ve £ ‘nin farkl
degerleri icin kayip egrileri Sekil 2.4 *de verilmistir.

Tez caligmasinin buraya kadar olan kisminda dielektrik durulmaylailgili temel
kavramlari, gelismeleri ve dielektrik durulma mekanizmasint agiklamaya yonelik
fiziksel kuramlarin temel 6zellikleri ve ulasabildikleri sonuclarla birlikte deneysel
verilere dayanlarak ortaya konulan ampirik fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin genel
ozellikleri verilmistir.
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Sekil 2.4. Havriliak ve Negami bagintisimin « ve § ‘nin farkli degerleri icin kayip
egrileri

Mevcut kuramlarin dayandigi fiziksel mekanizmalarin ve kuramlarin
sonuglarinin, dielektrik durulmayla ilgili gbzlemleri agiklamada yeteri kadar tatmin
edici olamadigi gordlmustir (Jonscher, 1983). Biz bu calismamizda mevcut
kuramlardan ¢ok daha iyi sonuclar veren ve fiziksel temelleri saglam bir kesirli
(fractional) dielektrik durulma modeli gelistirmis  bulunuyoruz. Modelin
gelistirilmesi sirasinda, Glarum’'un kusur diftizyon modeli ve Glauber'in stokastik
Ising modeli, kesirli hesap teknigi kullanilarak yeniden analiz edildi. Elde edilen
sonuglar, klasik kusur difizyon ve stokastik Ising modelinin  sonuglariyla
karsilastirild: ve kesirli ¢gozimlerin digerlerine gore Ustunlikleri ortaya kondu. Daha
sonra, kesirli hesap teknigi kullanarak ¢ozumlerini yaptigimiz kusur diftizyon ve
stokastik Ising yaklasimi birlestirilerek “Kusur Destekli Kesirli Stokastik Ising
Modeli” adinda yeni bir birlesik durulma modeli gelistirildi. Bu modelin sonuglari
bazi ampirik fonksiyonlarlatemsil edilen dielektrik durulma verileriyle karsilastirild.
Birlesik modelden elde edilen korelasyon fonksiyonunun ve onun frekansa bagli
ifadesinin, literatrde dielektrik durulmay: zaman ve frekans uzayinda temsil eden
ampirik KWW, Cole-Cole, Cole-Davidson ve Havriliak-Negami fonksiyonlariyla
tam bir uyum icinde oldugu gosterildi.

Bununla birlikte bu ¢alisma evrelerini gerceklestirirken kullandigimiz Kesirli
hesap teknigine iliskin temel ve genel bilgiler Kesim 3 ‘de “Meteryal Metod” basligi
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altinda verilmistir. Calismanin “Sonug ve Oneriler” kisminda ayrica kesirli hesap
tekniginin fiziksel yorumu yapilmaya ¢alisilmis ve bununla ilgili 6neriler de ortaya
konulmustur.
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3. MATERYAL VE METOD

Bu calisma sirasinda fiziksel problemlere yapilan yaklasimlarda Kesirli Hesap
Teknigi olarak adlandirilan, oldukga eski bir gecmisi olsa da yakin bir zamanda
blytk oranda gelistirilmis ve birgok bilim dalinda yaygin uygulama alanlar1 bulmus
bir matematiksel teknik kullamldi. Bu kesimde bu matematiksel hesap tekniginin
genel ozellikleri Uzerinde durulacaktir.

3. 1. Kesirli (Fractional) Diferansiyel Hesap Teknigi

Kesirli diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, tirev ve integralin
tam olmayan, yani keyfi derecelere genisletilmis bir seklidir. Kesirli hesap teknigi,
Leibniz’'in 1695'te “Bir fonksiyonun birinci, ikinci, Ggtncl vs. tirevlerinin nasil
alincdigim biliyoruz fakat 3/2 nci tirevini nasil alabiliriz ? Bir fonksiyonu 1/2 defa
integre edebilir miyiz 7 distincesiyle dogup, Leibniz’in L'Hospital’a yonelttigi
“Tam say1 dereceden turevler, kesirli dereceden tirevliere genellestirilebilir mi?’
sorusu ile bir basglangi¢ kazandigim sdyleyebiliriz. Leibniz'in kesirli tirevlier Uzerine
ortaya attig1 bu soru, 300 yildan daha fazla bir zamandir Liouville, Riemann, Weyl,
Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Grunwald ve Letnikov gibi tnlt
bircok matematikcinin de Gizerinde ¢alistigi bir konu olmustur (Loverro, 2004).

O gunden bu yana hizla artan bir bicimde, kesirli diferansiyel denklemler iletim
hatlar1 teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1si transferi, difiizyon, Schrodinger
denklemi, malzeme bilimi, visko-elastik yapilar, akiskanlar, elektrokimya, fraktal
sirecler ve fazlasim da icine alan birgok uygulama alani bulmustur (Bayin, 2004).
Kesirli hesap tekniginin matematik uygulamalarinin ¢cogu 20.yy bitmeden ortaya
koyulmustur fakat mihendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilar
elde etmesi ancak gectigimiz yuz yil icerisinde gerceklesebilmistir. Su var ki kesirli
diferansiyel denklemler anlamasi oldukca giic olmasinin yan sira tamsayi1 kuvvetli

diferansiyellere gore daha dogru ya da kesin oldugu da sdylenemez.
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3. 2. Mittag-L effler Fonksiyonlari

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 (Mittag ve Leffler, 1903) kesirli diferansiyel
yonteminde cok yaygin kullamm alanlar1 bulan ve 06zellikle diferansiyel
denklemlerin ¢ozimlerinde karsimiza ¢ikan oldukca 6nemli bir fonksiyondur ve
Mittag-L effler tarafindan

7k

Ea(Z) = Z?zom (31)

seklinde tarumlanmustur.

u(x )

Sekil 3.1. Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlar:

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlar: olarak adlandirilan genellestirme
ise Agarwal ve Humbert tarafindan yapilmis olup

k

Eap(2) = X rianrm (32)

seri agilimiyla verilir. Mittag-Leffler fonksiyonlart a ve f ‘nin farkli degerleri icin
incelendiginde (3.12) denklemi yardimyla
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k
Ei1(2) = Z?:oﬁ =e? (3.3)
e Zk _ 1 o Zk+1 _ e?-1
Ei,(z) = Zkzom =~ Xk=0 D 2 (3.4)
o k 1 o k+2 _ eZ-1-z
Ei3(2) = Zkzoﬁ = Z—sz=0 F§k+3) =0 (3.5)
ve en genel haliyle
1 o zK
Eun(2) = o {e? - Bl (36)

Ozelliklerine sahip oldugu kolayca gorulebilir (Podlubyn 1., 1999).

3.3. Keyfi Dereceden Turev ve Integraller (Diferintegraller)

3. 3. 1. Grunwald-L etnikov tanim

Tlrev ve integralin ortak ifadesi Grunwald-Letnikov tarafindan en genel
haliyle

N-1T(G—q) X—a
de(x) _ Zj:o F(j+1)f(x_]T)

- llm —00 —
d(x-a)? N (29 r(-q)

(3.7)

seklinde verilir (Podlubny I. 1999, Bayin S. 2004).

3. 3. 2. Riemann-Liouville Tanim

Riemann-Liouville tanimi kesirli hesap tekniginde oldukga fazla kullamm alin:

bulmustur. Tanim, g < O degerleriicin

dif(x) _ 1 [“(x—1)"1 f(x)dr (3.8)

d(x-a)d ~ T(-q)’a
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seklindedir ve g > O degerleri icin ise

Aif@) _ AV [ 1 (X N_qin-1
d(x-a)d _ dx" [I‘(n—q) J,Ge—m)mwnmif (T)dT] (3.9

bagintisiyla verilir. Burada n tamsayisi (@ —n < 0) olacak sekilde secilmelidir.
(Bayin, S., 2004, Podlubny 1.,1999).

3. 3. 3. Cauchy Diferintegral Tanim

Cauchy bagintisi

dif(x) _ T'(q+1) 45 f(2)
C

dx? ~  2mi (z—x)a+1

dz , q <0, # tamsayl (3.10)
seklinde verilir ve ifade g ‘nun negatif ve tamsayidan farkli degerleri igin
diferintegral tamum olarak kullanilir. Burada z, C kapali yolu iginde bir noktay:
temsil etmektedir. integral, C yolunun yarigapinin sonsuza gittigi durumda, saatin
ters yonunde hesaplanir (Bayin, 2004).

3.3. 4. Caputo Kesirli TUrevi

Kesirli diferansiyel tekniginde, baslangi¢c kosullarim fiziksel durumlara en

uygun sekilde veren Caputo olmustur. Caputo’ nun tanimi

()
DEf()=—— [ LD dr, n-1<a<n (3.11)

[(a-n)“a (t-t)a+i-n

ile verilir. Caputo yaklasiminin en temel avantaji, Caputo kesirli tirevlerinin tamsayi
dereceden diferansiyel denklemlerdekiyle aym formda baslangi¢c kosullarina sahip
olmasidir. Baska bir ifadeyle t = a alt limitinde, bilinen bir fonksiyonun tam derece

turevlerinin limit degerlerini icermesidir (Podlubyn, 1999).
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3. 4. Kesirli Tuirev veintegrallerin Ozellikleri

3.4.1. Lineerlik

Kesirli dereceden tirevler de tamsay: turevliere benzer bir lineerlik dzelligine
sahiptir:

D*[Af (x) + ug(x)] = AD*f (x) + uD*g(x) (312

Bu 6zdllik Riemann-Liouville kesirli tirev tanimi kullanmlarak

1
I'(k—a)

DUIAF () + g ()] = s [ = 1)F 41 A (2) + g (D)]dz

A d

—_ A d x k—a-1 w o dk oox ka1
_r(k—a)@fa(x_f) ¢ f(T)dT"'F(k_a)@fa(x—T) “lg(r)dr

= AD*f(x) + uD*g(x) (313

kolay bir sekilde dogrulanabilir (Podlubny, 1999).

3. 4. 2. Homojen Olma Ozelligi

Diferintegrallerin homojen olma 0Ozelligi klasik diferansiyel denklemlere
benzer sekilde

D¥[Af (x)] = 2Dy f (x) (3.14)

ile verilir. Burada C herhangi bir sabittir (Bayin, 2004).

3. 4. 3. Bir Serinin Diferintegrali

Duzgun yakinsak bir serinin diferintegralin  dogrusallik  6zelliginden
faydalanilarak bitiin « degerleri igin
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d% o o a%f;

ate—arye Li=0 /1 = L=0 gy (319)

seklinde terim terim diferintegrali alinabilir. Diferintegrallenen seri de aym aralikta
duizgiin yakinsaktir ve seri agilimi yapilabilen fonksiyonlar icin

] r kn+j+n ]
oalx — a0 =32 g ((—)) [x — a]t=++0/™ (3.16)

n

le
d(x—a)®*

bagintist k > —1, a, # 0 ve n degerinin pozitif tamsay1 olmasi kosullar1 altinda
gecerlirdir (Bayin S., 2004).

3.4.4. Kesirli Turevlerin Leibniz Kurah

Eger f(t) ve g(t) fonksiyonlarimin tlrevleri [a, t] araliginda stirekliyseler

DHIOF O} = T (1) 99(0) DEF£ (1) (317)
ifadesi Leibniz kurali olarak adlandirilir. Leibniz kurali 6zellikle kesirli tarevi
bilinen bir fonksiyon ile bir polinomun carpimimin kesirli tirevini hesaplamada gok
kullarglidir (Podlubny 1., 1999).

3. 4. 5. Birlesme 0zelligi

Diferintegrallerde D*DAf = DED%f D*DPf = D**Af DOf = g= D% =
f gibi islemler ancak belirli durumlarda gegerlidir. Bir f(t) strekli fonksiyonu icin a
ve B pozitif sayilar olmak Uzere @ < f yani a — f < 0 oldugu durumlarda

DE[DPf(t)] = D Ff(t) (3.18)

esitligi gecerlidir. Ancak, 6nce turevin sonra daintegralin alindigi durumlardaise
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#[ DU ()] = DFF(@) - X plamp @) (319)
denklemi ile diferintegraller hesaplanir (Podlubny 1., 1999, Bayin S., 2004).
3. 4. 6. Bilesik Fonksiyonlarin Kesirli Turevleri
Herhangi bir f(t) fonksiyonu
f(t) = F[h(?)] (3.20)

seklinde verilen bir bilesik fonksiyon olsun. Burada h(t) diferansiyellenebilir bir

fonksiyondur. Bu durumda £ (t) ‘nin kesirli dereceden tiirevi

DEf )] = DEHFIR)]}
B Gl () + X5 1( )M _ FMIR®)] STk, 1 [h (t)] (3.21)

r(1-a) I'(k—a+1)
ile verilir. Bu ifade Bruno zincir kural1 olarak adlandirilir. Buradatoplam ),
Yk ra,=kve Yfa,=m (3.22)

olmak Uzere aq,a,, ..., a; ‘nin negatif olmayan tamsay: degerleri Uzerinden alinir
(Podlubny 1., 1999)

3. 4. 7. Bir Parametreye Bagh Bir Integralin Riemann-Liouville Kesirli Tuirevi

Ust limitiyle aym parametreye bagimli iki parametreli bir integralin tirevi

%fOtF(t, {)d¢ = f;% d{+F(t,t —0) (3.23)
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seklinde verilir. Boyle bir integralin Rieman-Liouville kesirli tirevi ise, 0 <a <1

olmak Uzere
oDf [ K(t,7) dr =[] DFK(t,7) dt + lim,_,_o DFK(t,7T)  (3.24)

ile verilir. Eger K(t,7) yerine K(t —1)f(tr) seklinde bir fonksiyon alirsak
yukaridaki baginti

oDf [ K(t —0)f (2) dr = [, .DFK()f(t — t)de
+lim, 4 of (t —7) ODéx_lK(T) (3.25)

halini alir (Podlubny |., 1999).
3. 4. 8. Olgek degisikligi
Bir fonksiyonun alt limit a ‘ya gore 6lgek degisikligi
x- Bx—a)+a (3.26)
olarak anlasilir burada £ sabit olup ©6lgek faktorudur. Alt limitin sifir oldugu
durumda x — fx olacaktir. Alt limitin sifirdan farkli oldugu durumlarda 6lgek
degisikligi diferintegrallerde

[a(B(x-a))]* =5 [d(x—a)]* (3.27)

olarak verilir. Bu formdl a ‘mn sifir oldugu durumlarda daha kullamshidir. Bu

durumda formal
A*f{Bx} _ g d°f{BX} 5
[d(Bx)]* p [dx]« (3.28)
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halini alir (Bayin, 2004).
3. 5. Kedirli Diferansiyel Tekniginde K ullanilan Bazi Onemli Donusimler

Kesirli diferansiyel hesap teknigi ile ¢ozilen bircok problemde asagidaki
dontsumleri iyi bilmek ve kullanmak ¢ok énemlidir.

3. 5. 1. Riemann-Liouville ve Griinwald-L etnikov K esirli Integrallerinin
L aplace DOnusumu

a > 0 olmak lzere
L{ D7 %f(t); s} = sT*F(s) (3.29)

denklemi Riemann-Liouville ve Grunwal-Letnikov tarafindan kesirli integrallerin
Laplace donustmii olarak verilir (Podlubny, 1999).

3.5. 2. Riemann-Liouville Kesirli Turevin Laplace Donustimui
Riemann-Liouville kesirli tirevlerinin Laplace dontsimi, « > 0 olmak Uzere
L{ oDEf(£); s} = s9F(s) = TRz oDET* T (B)],_, m—1<a<n(330)
ile verilir. Bununla birlikte t = 0 at limitinde kesirli turevlerin limit degerlerinin
fiziksel gosteriminin bulunmamasi nedeniyle pratik olarak uygulanabilirligi sinirlidir
(Podlubny, 1999;Bayin, 2004).
3. 5. 3. Caputo Turevinin Laplace Donusimi
Caputo kesirli tirevinin Laplace donisiim denklemi

LLDEF(£); s} = s¥F(s) — Yzds*k-1,00@Q) ,n—1<a<n (331
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ile verilir. Caputo kesirli tirevinin Laplace donisUminin bu ifadesi f(t) ve onun

turevlerini icermektedir. Bu haliyle bazi fiziksel sireglere uygulanmasi ¢ok daha
kolaydir. Ornegin, £(0) baslangic durumu, £'(0) baslangic hizi ve f”(0) baslangic

ivmesi olabilir. Bununla birlikte lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢ozimiinde
de kullarsli bir ifadedir (Podlubny, 1999;Bayin, 2004).
3. 5. 4. Grunwald-Letnikov Kesirli TUrevinin Laplace DOntstimu

O<a<1l olmaklzere

L{ DEF(t); s} = s¥F(s) (3.32)

ile verilen bagint1 Grunwald-Letnikov kesirli tirevinin Laplace donistimu olarak
adlandirilir (Podlubny 1., 1999, Miller K.S., Ross B., 1993).

3.5. 5. Kesirli Integrallerin Fourier Déntisimii
0 < a < 1 olmak Uzere
F{_oD7%g(1); 0} = (iw)~*G(w) (3.33)
ile verilen denkleme Rieman-Liouville kesirli tUrevin Fourier dontsimi denir. Bu
dontstim Grinvald-Letnikov “-LD;*g(t) kesirli integrali ve Caputo _$D;*g(t)
kesirli integralleri icin de gegerlidir (Podlubny, 1999).

3.5. 6. Kedrli Turevlerin Fourier Dondsuima

Rieman-Liouville, Grinwald-Letnikov ve Caputo denklemlerinin her biri igin,

at limitlerin a = —oo olmasi durumunda Fourier dontstimleri
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F{_wa‘g(t); w} =(-iw)*6G(w) , n—1<a<n (3.34)

seklinde verilir (Podlubny, 1999).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kesimde ilk olarak kusur diftizyon modeli kesirli hesap teknigi kullamlarak
yeniden ele alindi ve bulunan sonuclar dielektrik durulma mekanizmast agisindan
yorumlandi. Ardindan, ayn: sekilde Glauber’in stokastik Ising modeli, kesirli hesap
teknigi kullanillarak ¢6zilup yorumlandiktan sonra bulunan sonuclar birlestirilerek
“Kusur Destekli Kesirli Stokastik I1sing Modeli” adi altinda yeni bir model ortaya
kondu. Birlesik modelden elde edilen analitik baginti, Kesim 2‘de ayrintilar1 verilen
ve ¢ok genis bir yelpazede dielektrik durulma verileriyle uyumlu, ampirik Cole-Cole,
Cole-Davidson ve Havirliak-Negami fonksiyonlariyla karsilastirildi. Sonug olarak,
modelin non-Debye tipi dielektrik durulmay: aciklamadaki basarisi ortaya kondu.

4. 1. Kusur Diflizyon Modelinden Elde Edilen Kesirli Dipol K orelasyon
Fonksiyonu

Kusur difiizyon modelinin temel 6zellikleri Kesim 2.7 de ayrintil1 bir bigimde
gozden gegcirilmisti. Atom bosluklar1 (holes) ya da malzeme icindeki safsizliklar
olarak nitelendirilebilinen kusurlar, elektrik yukiyle yukli olmalar: ve bir dipolle
etkilesmeleri sonucunda ilgili dipolin alan ve potansiyelini degistirirler ve bu
potansiyel degisimi dipolin daha hizl1 bir sekilde durulmasina neden olur. Bu temel
distnceden yola ¢ikarak, bu kesimde Bordewijck’in kusur difizyon modeline olan
yaklasimi, Bozdemir'in (1985) “Dielektrik durulmamn molekiler zincir kusur
difizyon modeli” seklinde onerdigi, kusurun, bir molekiler dipol zinciri Uzerindeki
bir dipole etki ederek molekdler zincirin durulmasina neden olabilecegi varsayimiyla
duzeltilip genellestirildi ve model, kesirli hesap teknigi kullanilarak yeniden ele
alinip analiz edildi.

Molekuler bir dipol zinciri Uzerindeki bir dipole herhangi bir kusurun ulasmasi
sonucunda zincirin durulmaya gectigi varsayimi altinda, bir t zaman araliginda
molekuler zincir Uzerindeki bir dipolden x mesafede bulunan herhangi bir kusurun
dipole ulasabilme olasiligi, bir sogurma duvarimn varhiginda Chandrasekhar (1943)
tarafindan
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xt_3/2

v4nD

P (x,t) = exp(—x2/4Dt) 4.1
ile verilmistir. Bir boyutta (x = 0 ‘dan x = a ‘ya) bir dipolin x = x, konumunda
oldugu varsayimiyla bir kusurun x konumunda bulunma olasilig1 n(x) = 1/a ile
tanimlanir (Bordewijk, 1975). Bu olasilik x ve x, ‘dan bagimsiz ve Glarum'un
varsaydigi gibi x — x,, ‘a bagli olup molekilden x — x, mesafede konumlu olan bir
kusur icin degisime esittir. Bu durumda herhangi bir konumda bulunan bir kusurun
birim zamanda dipole ulasma olasiligi konum uzay: tzerinden alinan ortalama ile
zamana bagl1 olarak

Py(8) = [ n(x) Pi(x = x0,8) dx

1 t—3/2

foalx — xolexp(—(x — x,)?/4Dt) dx

_a 41D

_20 42
=22 ¢ (4.2

seklinde elde edilir. Boylelikle bir t zaman araliginda kusurun molekile ulasma

olasilig1 bir boyutta, Kesim 3 ‘de verilen kesirli integral hesabr kullanilarak

2vD

Wfot(t =&V dg

1P (t) =

— 2VD a-1/2
- aT(a+1/2) t (43)

bagintisi seklinde elde edilir. Bu ifade bir t zaman araliginda tek bir kusur tarafindan
yonlendirilen bir dipol icin olasilik fonksiyonu olup bu kusur tarafindan
yonlendirilmeyen bir dipol icin olasihik 1 — ,P,(t) seklinde olacaktir. N tane
kusurun hesaba katildigr bir genellestirme yapildig: taktirde, molekuler zincir
Uzerindeki bir dipol icin bu kusurlarin herhangi biri tarafindan yonlendirilmeme

olasilig1
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N 2D _ N
1-P,(t) = [1 - 1Pa(t)] = [1 —mta 1/2] (4.9)

hesabiyla N — oo limitinde, a = 2Nx igin

a—-1/2 N (VD a—1/2)
— —‘/ﬁt 1 = (xo r(zx+1/2)t
xoT(a+1/2) N

limyeo |1 = e (4.5)

olacaktir. Boylece, durulmazamam t, = (x, I'(a + 1/2)/\/D )0‘_1/2 secimiyle

t

Pa (t) = 6’_(5

)a—llz

(4.6)

1/2 < a < 3/2 degerleri icin KWW fonksiyonu bigiminde olan kesirli korelasyon
bagintisina ulasiriz. Bilindigi gibi KWW bagintisi zaman bdlgesinde evrensel
nitelikli bir fonksiyondur. Sekil 4.1'de (4.6) ile elde edilen kesirli dipol korelasyon
fonksiyonunun zaman uzayinda a’nin degisen degerlerine gore nasil bir davrans
sergiledigi gorulmektedir. (4.6) tipindeki bir fonksiyonun w -uzayinda dielektrik
duygunlugu veren analitik bir ¢ozimi yoktur fakat (4.6) ifadesinin (1.46) bagintist
yardimiyla frekans bolgesindeki davramsi bir grafik Gzerinde incelendiginde,
ifadenin &« = 1.5 icin Debye ve daha kucuk degerleri icinse Cole-Davidson tipi
davranislar sergiledigi agikga goralmektedir (Sekil 4.2 ve Sekil 4.3).
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ea ()
0.6

05/
0.3;
02/

01

2 4 6 8 10

Sekil 4.1. a ‘nin farkli degerleri icin KWW tipi kesirli dipol korelasyon
fonksiyonu egrileri

X a(w)

0.100

0.050

0.010F

0.005 =15

0.001

: . : : : ~ Logwrp
0.01 0.1 1 10 100 1000

Sekil 4.2. (4.6) kesirli dipol korelasyon fonksiyonunun 1 < a < 1.5 degerleri igin
kayip egrileri
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0.020 -

0.010

0.005 -

. . : . . L LogwTp
0.01 0.1 1 10 100 1000

Sekil 4.3. (4.6) kesirli dipol korelasyon fonksiyonunun 0.5 < a < 1 degerleri igin
kayip egrileri

Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 incelendiginde (4.6) bagintisinin 0.5 < a < 0.75
araliginda dustk frekans bolgesinde kigik bir farklilikla fakat yiksek frekans
bdlgesinde iyi bir uyumlulukla Havrilik-Negami tipi bir davrams sergiledigi agik bir
sekilde gortlmektedir.

Diger taraftan a = 1 degeri igin (4.6) bagintist ¢, (t) = exp[—(t/tp)?]
seklini alir, ki bu sonu¢ Bordewijck’in de tek boyuta elde ettigi (Bordewijck, 1975)
korelasyon bagintisinin kendisidir. Bu noktada kusur-dipol etkilesmelerinin lineer
olmayan bir zaman boyutunda gerceklestigini ya da her bir kusur-dipol etkilesme
zamanlarinin birbirinden farklilik gosterdigini sdyleyebiliriz. Bu baglamda, zamana
bagli kusur-dipol etkilesimi olasilik fonksiyonunun kesirli yapida olusu aslinda her
bir kusur-dipol etkilesim olasiliginin aym olamayacagini ortaya koyar. Kesirli
yaklasim, herhangi bir kusurun dipolar zincir Gzerindeki etki-olasiliginin degisken
olusunu daha iyi karsilamasindan dolay: klasik yaklasimlara gore daha kapsamli bir
sonug ortaya koymaktadir.
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X alw)
Havriliak — Negami
0.050
a=02 =04
0030}
exp[—(t /Tp) "]
f=06
0.020
| ! 1 1 1 LUng
0.01 1 100 10t 108 108

Sekil 4.4. (4.6) kesirli dipol korelasyon fonksiyonunun = 0.6 degeri igin
kayip egrileri

Havriliak — Negami
a=045=03

0.030

0.020 exp[—(¢/7p)0>*F]
0.015 B =065

0.010

L L ' ' L Logwtp
0.01 1 100 10* 106
Sekil 4.5. (4.6) kesirli dipol korelasyon fonksiyonunun 8 = 0.65 degeri igin
kayip egrileri

4. 2. 1sing Modelinden Elde Edilen Kesirli Dipol K orelasyon Fonksiyonu
Glauber’in bir boyutlu stokastik Ising modeli calismalarimin  dielektrik

durulmaya uygulamalar1 Anderson (1970), Bozdemir (1981) ve daha sonra da Brey
ve Parados (1996) tarafindan calisilmustir. Onlarin ¢alismalarimn kisa bir analizi su
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sekildedir: N tane 6rgu noktas iceren ve her bir 6rgii noktasinda iki spin durumu
bulunan (s = 1) bir boyutlu bir spin zinciri dikkate alalim. s konfiglirasyonu igin

sistemin enerjisi, en yakin komsu etkilesmeleri dikkate alan Ising Hamiltoniyeni ile
H(s) = —] Xi SiSi+1 (4.7)

seklinde verilir. Burada J, komsu iki spin arasindaki ¢iftlenim sabitidir. t" ainda s’
konfigurasyonunda bulunan bir spinin t aminda s konfiglrasyonunda bulunma
kosullu olasiligr Py, (s, tls’, t") seklinde verilir. Eger 6rgll Uzerindeki j inci spinin s;
degerinden —s; degerine birim zamandaki gegis olasiligi w;(s) ise, Pyj1(s, tls’, t")

kosullu olasilik fonksiyonu Master denklemini saglar:

dPqy1(sit]s't") _ oo

— 2 ool @i (i S)Py (s, tls', £) — w;(s)Py 11 (s, tls', £7)](4.8)

Burada y;s, j inci spinin s; degerinden —s; degerine gegisinden elde edilen bir
konfigurasyondur. Gegis olasililiklart Glauber tarafindan

wi(s) = £[1 = Lsy(siy + 5014)| (4.9)
seklinde secilir. Burada a, i. dipolin bir konumdan diger konuma etkilesimsiz

durumda birim zamanda gegis olasiligidir. y ise 1s1 banyosunun T sicakliginda komsu

iki dipol arasindaki etkilesmeyi temsil eden J "nin bir fonksiyonudur ve

= 2
y = tanh e (4.10)

ile verilir. Burada k Boltzman sabitidir. i inci spin konfigirasyonu (s(0)s(t)) icin

denge durumunda

Fij(©) = (si(t)s;(0)) = Xs X 5:51P 1)1 (5, tls", 0) Pog (s) (4.12)
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seklinde bir set fonksiyon tanimlanabilir. Burada sistemin denge dagilim fonksiyonu
Peq (S) — e—H(s)/kBT/ ZS e—H(s)/kBT (4.12)
seklinde tammlanir. (4.11) denkleminin zamana gore turevi

aFiJ-(t) _
at

aFy () + T [Fiq j(6) + Fryq j(0)] (4.13)
bagintisim ortaya koyar. (4.13) denklemi igin baslangi¢ kosulu
Fi,j(o) = <5i5j> = fli_jl (4.19)

ileverilir. Buradaé = tanh(J/kgT) ‘dir. (4.13) ve (4.14) denklemleri yardimiyla

fo(£) = F; j(£) = (5j4n(t)s;(0)) (4.15)

bagintisi tammlanabilir. Buradan = i — j dir. Bu fonksiyonlar

2O = —afy(6) + L fos(8) + frra (D] (4.16)

denklemini saglarlar. Buradan bir tamsayir olup —co < n < co arasinda deger alir.

Konumun ve zamanin bir fonksiyonu olan (4.16) denklemi

UCD - _af(x,6) + L [f(x = 1,6) + fx+1,0)] (417

seklinde yazilabilir. Eger (4.17) denklemi seriye agilir ve yiksek dereceden terimler
ihmal edilirse

o) _ =(ay —a)f(x,t) +=— aya f(x 2 (4.18)

at
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seklinde difuzyon tipi bir diferansiyel denkleme ulasiriz. (4.18) denklemi
degiskenlere ayirma yontemiyle cozilebilir: f(x, t) = ¢(t)R(x),

2
a[¢(g)tR(x)] = (ay — @)p(DR(x) + %W (4.19)

C0OzUmin zamana bagl1 kismi, genellestirilmis kesirli diferansiyel biciminde
oDEB() = —2p(t) + E(2) (4.20)

yazilabilir. Burada Df Caputo tirev operatori; A, ayirma parametresi ve &(t) ise

T(Bk+u)

£(t) = T2, {M} 4.21)

seklinde Mittag-Leffler tipi bir fonksiyonla tanimlanan ve dipol-fonon etkilesmeleri
ile kusurlardan kaynakli etkilesmeleri ifade eden durulma fonksiyonudur. Burada

p(t) = (tPT(Bk + 1)/T(Bk + 1 — f)) + Aile taumhichr (Ayrintih: c6z0m Ek 1°de

verilmistir). Bu durumda (4.20) kesirli diferansiyel denkleminin lim,_o¢(t) = 1

baglangi¢ kosulu altinda ¢ozimu
() = Eg {-2tF} ,0<p<1 (4.22)

seklinde zamana bagli kesirli dipol korelasyon fonksiyonunu verecektir (Ayrintil
¢OzUm Ek 1'de verilmistir). Burada Eg ,, ()

k

Eg . (2) = Z?:om (4.23)
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ile verilen Mittag-Leffler fonksiyonudur. (4.20) bagintisimin g =1 durumuna
karsilik gelen é(t) = 0 idealize durum icin zamana bagl ¢dzimi tek parametreli
Mittag-L effler fonksiyonu cinsinden

o(t) = E[g{—/ltﬁ} (4.24)

seklindedir (Ayrintili ¢dzim Ek 3'de verilmistir). Bu ifade (1.46) denkleminde
yerine yazilarak normalize edilmis kompleks dielektrik fonksiyonu y(w) igin

x(w) =1—iw [~ e @t E{—2tF} dt

! (4.25)

- 1+(iwtc)P

Cole-Cole bagintisi elde edilir. Burada durulma zamam 1, = A~/# seklinde
alinmagtir. Diger bir yandan (4.25) bagintisinin § = 1 degeri icin, zaman bolgesinde
e~t/7c ya da frekans bolgesinde 1/(1 + iwt.) ile verilen Debye bagintisin verecegi
gorilmektedir. Bununla birlikte zamamn c¢ok ¢ok kugik degerleri igin (4.24)
korelasyon bagintisi

1 (W) _ (t/0)P
() ~ 1 - {0 ~ exp |- ¢ : [m)] 0<p<1 (4.26)

seklinde KWW fonksiyonuna ulasir (Mainardi ve ark., 2000). (4.26) bagintisinin

farkli g degerleri icin kayip egrileri Sekil 4.6 ‘daverilmistir.
Bunun yan: sira (4.24) bagintisi, kiguk 7. degerleri igin

p(t) ~ 2D IB) g p<q (4.27)

T (t/tc)P !

seklinde Algebraic decay fonksiyonuna dontsir (Scalas, 2006).
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& "p (@)

0.100 ¢

0.050

0.010 ¢

0.005 |

. . . . . + LogwTp
0.01 0.1 1 10 100 1000

Sekil 4.6. (4.26) korelasyon fonksiyonunun 8 = 0.4, 0.6, 0.8 degerleri icin kayip
egrileri

4. 3. Birlesik Model: Kusur Destekli Kesirli Stokastik 1sing M odeli

Glarum’'in gelistirdigi kusur difizyon modeli daha 6nce de ayrintili olarak
inceledigimiz gibi temel olarak kusur-dipol iligskisi Gzerine kurulu olup kusurlarin
neden oldugu durulmay: betimleyen kusur-dipol korelasyonlarini vermektedir. Diger
yandan Glauber’in stokastik 1sing modelini temel aan, bir boyutta spin-zaman oto-
korelasyon fonksiyonu ile molekiler bir zincirin dipol korelasyon fonksiyonunun
O0zdes oldugunu varsayan yaklasim, dipol-dipol etkilesmelerine ait korelasyon
fonksiyonlarini verir. Ilk olarak, bu yaklasimlar ve bu yaklasimlara yapilan kesirli
hesap teknigi uygulamasimin sonuglart kisaca su sekilde Ozetlenebilir: Kusur
difizyon yaklasim yalin olarak (2.21) bagintisi ile verilen KWW fonksiyonunun
B = 1/2 6zel durumunu vermektedir. Yaklasim Uc boyuta genellestirildiginde ise
Debye bagintisina ulasiimaktadir (Bordewijk, 1975). Diger taraftan, yaptiginuz bu
calismadan da agikga gorulecegi UGizere kesirli kusur difiizyon yaklasimi sonucunda
Debye bagintisiyla birlikte KWW bagintisina dogrudan ulasilabilmektedir. (4.6) ile
verilen kusur destekli kesirli korelasyon fonksiyonunun frekans uzayinda Cole-Cole

ve Cole-Davidson tipi davranslar sergiledigi ve bunun yamnda 0.5 < f <0.75
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araliginda Ozellikle yuksek frekans bolgesinde Havriliak-Negami tipi davranislar: da
iyi bir sekilde karsiladig1 gortlmustir . Bu noktada kesirli yaklagimin bizi daha genel
sonuclara goturdug acik bir sekilde ortaya ¢cikmaktadr.

Stokastik Ising temelli model ele alindiginda ise modelin yalin olarak ulastigi
ifade kusur diflizyon modelinde oldugu gibi Cole-Cole bagintisinin a« = 1/2 6zel
durumudur. Yaklasimdan elde edilen fonksiyon, modelden elde edilen etkilesme
sabitinin farkli degerleri icin Debye ve Cole-Davidson bagintisimn 6zelliklerini
gostermektedir. Diger yandan, stokastik Ising modeline kesirli hesap teknigi ile
yapillan yaklasim sonucunda Debye, KWW, Cole-Cole ve Algebraic decay
fonksiyonlarinin elde dilebilecegi acik bir sekilde gosterildi.

Bu tez caigsmasinin temel varsayim Ising ve Kusur difizyon tipi
etkilesmelerin stokastik yapisinin bir bitin igerisinde birlesik slrecler olarak ele
ainmasinin  dielektrik durulma mekanizmalarimi  agiklamada cok daha etkin
olabilecegi yoniindedir. Bu varsayim daha dnce Bozdemir (1985) tarafindan ortaya
atilmig fakat analitik bir incelemesi verilmemistir. Bu calisma ile, birlesik modele ait
ongori, kesirli hesap teknigi kullanlarak analitik bir ifadeye kavusmustur. Oyle ki,
kusur difiizyon ve Ising modelinden elde edilen kesirli olasilik fonksiyonlari
kullanilarak birlesik modelin tek boyutta kesirli stokastik korelasyon fonksiyonu igin

t

wa,ﬁ (t) = e_(g

)a—llz

Ep {—AtP} (4.28)
biciminde yeni bir ifade yazabiliriz. Boylece, (4.28) bagintisi (1.46) ifadesinde

Xap(@) =1—iw fooo exp(—iwt)e‘(t/TD)“_llzE[g#{—/ltﬁ} dt (4.29)
seklinde yerine yazilirsa kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu y(w) igin

(inc)B
1+ (iwtc)P

Xap(w) =1— exp(—iwtp)~*+t1/2 (4.30)
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elde ederiz (Ayrintili ¢ozim Ek 2" de verilmistir).

Ilk olarak, bir kusur tarafindan uyarilan dipol zincirinin durulma zaman ile
dipol-dipol etkilesmelerinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikan durulma zamanlarinin esit
olduklar T, = 7, = T seklindeki bir durum igin y, z(w)*min (4.30) bagintisi ile elde
ettigimiz kesirli dielektrik fonksiyonunu, dielektrik durulma mekanizmalari igin
verilen ampirik fonksiyonlarla dogrudan karsilastirilabiliriz.

Bu calisma sonucunda elde ettigimiz (4.30) ile verilen kesirli kompleks
dielektrik fonksiyonu, kolaylikla goriulecegi lzere, f = 1 ve a = 1/2 degerleri igin
Debye bagintising; 0 < f < 1 ve a = 1/2 degerleri icin ise Cole-Cole bagintisina
dogrudan dénismektedir. Burada ¢ok dnemli bir sonug da ortaya ¢gikmaktadir: Kesirli
kompleks dielektrik fonksiyonunun f =1 ve a =1/2 icin Debye bagintisina
dontsmesi, Debye'in 6ngordigl ve ele aldigi gibi cevresiyle hic etkilesmeyen,
yalitilmis bir sistemin olmayacagini acik bir sekilde ortaya koymaktadir. Oyle ki,
kesirli kompleks dielektrik fonksiyonunu Debye bagintisina donistiren parametreler
kusur-dipol ve dipol-dipol etkilesmelerinin derecelerini gbsteren parametreleridir.

Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 ‘da Debye ve Cole-Cole ampirik fonksiyonlari ile
X"« p(w) fonksiyonun log(wt) ya gére grafikleri karsilastirmali olarak verilmistir.
Bu noktada, kesirli yaklasimin belirgin parametreler altinda klasik yaklasimlarin
sonuclarint  karsilayabilmesi  beklenilen bir sonu¢ olmakla birlikte yorumsal
zorluklar1 da beraberinde getirmektedir. « = 0.5 degeri icin kesirli kompleks
dielektrik fonksiyonu Uzerinde kusur-dipol etkilesmelerinden gelen terim ortadan
kalkmaktadir. Bu noktada Debye tipi bir durulmamn 06zellikle dipol-dipol
etkilesmelerini ele alan bir yaklasimda karsimiza ¢ikmasin bekleriz. § = 1 degeri ile
klasik bir difiizyon hareketi yapan dipoller tanimlanmus olur, ki bu durum, dielektrik
durulmayla ilgili deneyler incelendiginde, deneylerle cok uyumlu degildir. O halde
burada, tek bir parcacigin diflizyon hareketi sirasinda, hareketin zamanla degistigini,
yani arcigik durumlara ait difizyonlarin farkli hizlarda gergeklestigini sdyleyebiliriz.
Durulma zamam dagilim fonksiyonlari yontemiyle bu zorlugun pek asilamamis
olmasi, zamanin, ilgili uzayda lineer olarak akmadig: dustincesini dogurmaktadir. Bu
durum bizi her ne kadar yeni bir kesirli istatistik teorisi gelistirmeye zorlasa da,
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kesirli hesap tekniginin fiziksel yorumlarindaki yetersizlik bdyle bir istatistigin

gelistirilmesini buyuk 6lctde zorlastirmaktadhr.

& ap(@)

1.000

0.500

0.100 |

0.050 |

0.010

0.005 -

0.001

0.01 0.1 1 10 100 1000

Sekil 4.7. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu y, z(w) ve Debye denklemi kayip
egrileri

.}_(I I.-:,e::,l_",' {ﬂ'}]

0.150

0.100-

0.070-

0.050

Cole — Cole
£ =04

0.030
0.020
0015+
| | | | | Log wT
001 01 1 10 100 1000
Sekil 4.8. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu y, z(w) ve Cole-Cole denklemi

kayip egrileri
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Sekil 4.9, Sekil 4.11 ve Sekil 4.13 ile verilen Cole-Davidson ve y, s(w) kesirli
dielektrik fonksiyonu kayip egrileri incelendiginde ise Cole-Davidson denkleminin
B =0.3,0.4,08 degerlerine karsilik gelen grafikleri ile x,z(w) ‘mn srasiyla
a =0.8,0.86,0505 ve B =0.78,0.68,0.98 degerlerine karsilik gelen kayip
egrilerinin oldukg¢a uyumlu oldugu gorulmektedir.

Sekil 4.9 ve Sekil 4.11 incelendiginde Cole-Davidson bagintisimin g 'nin
0.3’den 0.4’e degismesi sirasinda birlesik modelden elde edilen bagintida « ‘nin
blylirken (0.8 ‘den 0.86°’ya) £ ‘mn kiculdiguni (0.78'den 0.68'€) goriyoruz.
Birlesik modelde a ‘mn kusur-dipol ve £ ‘mn dipol-dipol etkilesmelerinin bir
derecesini temsil ettikleri dustintlirse Cole-Davidson bagintisinin Debye bagintisina
yaklasmasi sirasinda f = 0.5 degerinin altindaki durumlarda birlesik modelde a ve
B degerlerinin biylimesine karsin Cole-Davidson bagintisimn f = 0.8 oldugu, yani
Debye bagitisina daha fazla yaklastigi durumda birlesik modelde o’ nin 0.55 degerine
disttgi fakat f”mn 0.98 degerine yukseldigini gortyoruz. Bu baglamda kusur-dipol
etkilesmelerinin zayiflayip dipol-dipol etkilesmelerinin baskin oldugu durumun
Debye tipi bir etkilesmeyi daha iyi tammladigim sdyleyebiliriz.

ZI ch:ﬁ {ﬁ'}]

0.200

0.1501

Cole — Davidson
B£=03

0.1001

070
0070 X, f(@)

=08 B=078
0050F

0.030

1 1 1 1 L wT
1 10 100 1000 %

Sekil 4.9. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu y, z(w) ve Cole-Davidson
denklemi kay1p egrileri
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Cole — Davidson
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Sekil 4.10. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu x', ;(w) ve Cole-Davidson
denklemi reel egrileri

fl I,g;:.'l_",' {a}.-]
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Sekil 4.11. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu x, s (w) ve Cole-Davidson
denklemi kayp egrileri
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030
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p=04
1 1 L ]_Ugm
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Sekil 4.12. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu x, s (w) ve Cole-Davidson
denklemi reel egrileri
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Logwt
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Sekil 4.13. Kesirli dielektrik fonksiyonu y, (w) ve Cole-Davidson denklemi kayip
egrileri

75



4. BULGULAR VE TARTISMA Muhammet Serdar CAVUS

Xa, (W)
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Sekil 4.14. Kesirli dielektrik fonksiyonunu x, s (w) ‘mn a = 0.505, 8 = 0.98
degerleri icin reel ve sanal bilesenleri egrileri

Sekil 4.15 ve Sekil 4.16 ile verilen Havriliak-Negami ve y, g(w) kesirli
dielektrik fonksiyonu kayip egrileri incelendiginde Havriliak-Negami denkleminin
a =03, p=04"ekarsilik gelen grafigi ile y,z(w) ‘mn a =0.58 ve § = 0.25
degerlerine karsilik gelen grafiklerinin, Havriliak-Negami denkleminin ¢« = 0.7,
B =04 ‘e karsihk gelen grafigi ve y,p(w) ‘mn a =08, f =05 degerlerine
karsilik gelen grafiklerinin oldukga uyumlu oldugu gorulmektedir.

Ozellikle, bu calismada elde edilen kesirli dielektrik fonksiyonunun yiksek
frekans bolgesinde Cole-Davidson tipi davramslar: daha iyi karsilamasimin yaninda
Havriliak-Negami tipi davranislart hem alcak hem yutksek frekans bolgesinde gok
daha basaril1 bir sekilde verdigi gorulmektedir. Bu noktada, birlesik modelin 8 ‘nin
kicuk degerleri icin Havriliak-Negami bagintisimi daha iyi karsilamasi ilgi gekici bir
durumdur. Birlesik modelin g parametresinin dipo-dipol etkilesmelerini temsil ettigi
dustnulirse, B ‘min kigllen degerleri icin kayip egrisinin daha genis frekans
araligina yayilmas: ve bununla birlikte yar1 genisliginin de artmasinin, dis alanin
blylyen frekansiyla birlikte dipollerin bu degisen frekansa uzun bir sire tepki
verebilmesinin bir sonucu oldugu distncesini gucli kilar. Bunun, dig alanin sistemin

i¢ enerjisini degistirmesinden kaynaklandigi dusuntlebilir. Soyle ki, sistemin ig
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enerjisinin artmasi dipol-fonon etkilesmelerini guclendirecektir. Bu durum, durulma
zamamn azaltacak ve bu nedenle durulma frekans araligini buyutecektir. Diger
taraftan i¢c  enerjideki artis kusurlarin  birim  zamandaki  hareketlerini
hizlandiracagindan kusurlarin birim zamanda ulastiklar1 molekiler dipol sayisi da
artacaktir. Kusurlardan kaynakli anlik dipol durulmalarimn sistemin ortalama
durulma zamanmin asag1 cekmesi nedeniyle frekans uzayinda genisleyen bir frekans
aralig1 gozlenecektir. Her ne kadar birlesik modelin Havriliak-Negami tipi bir
davranis1 karsilayan 8 degerlerinin kiicik olmast sz konusu ise de birlesik modelin
a parametresinin f parametresine gore goreceli olarak buyudigl ve bu nedenle
kusur-dipol etkilesmelerinden gelen katkimn da goreceli olarak buyudigl
dustnulebilir. Aym zamanda, sistemin bu sekildeki tepkisi, zamana bagl
olasiliklarin degismesine neden olacaktir, ki bu sekildeki bir degisimin yapisi kesirli
hesap tekniginin esnekligi icinde daha rahat bir bicimde ifade edilebilmektedir.

fl Iﬁ;:_'lf.' {m:]
oo7o. Havriliak — Negami
a=03 f=04
0.050
X"a,p W
0.020
| | | | Log wT
0.001 01 10 1000 10°

Sekil 4.15. Kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu x, s(w) ve Havriliak-Negami
denklemi kay1p egrileri
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X" ()
020
015/ Xa,p(@)
' a=08 =05
010/
Havrilisk — Negami
a=07 =04
L L L L L
1 10 100 000 2"
sekil 4.16. Havriliak-Negami ve kesirli kompleks dielektrik fonksiyonu x, s (w)
kayip egrileri

Sekil 4.15 ve Sekil 4.16 ‘ya bir baska bir agidan akildiginda Havriliak-Negami
bagintisinda £ ‘min sabit 0.4 degerine karsilik a parametresinin 0.3 ‘ten 0.7 ‘ye
yukseldiginde Havriliak-Negami  bagintisi  Cole-Davidson bagintisi  davranisi
sergilemeye baslamakta ve bu durumu karsilayan birlesik modelde a ve g
parametrelerinin de blyldugi goralmektedir. Bu noktada birlesik modelde a ‘nin 8
parametresine oranla goreceli olarak daha fazla biytmes aslinda kusur-dipol
etkilesmelerinin baskin oldugu bir duruma karsilik gelmektedir ki bu durum klasik
kusur-diftizyon modelinin ortaya koydugu Cole-Cole, Cole-Davidson davranisi
bulgulariyla uyum igindedir.

Sekil 4.17'de goruldigt gibi @« = 0.7 sabit degerine karsilik g’min 0.5 ‘den
0.3'e azalan degerlerinde x"', s(w) kayip egrisinin yar1 genisligi artmaktadir. Bu
degisim daha 6nce agiklachgimiz dipo-dipol etkilesme teriminin Havriliak-Negami
davranisini sergilemedeki etkisini agik bir sekilde gostermektedir.
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0.100}

w
0.050¢ );af(; 7)
0.020+
0.010+ 4

0.005 -

0.002

0.001

| | | | Log wT
0.001 01 10 1000 10°

Sekil 4.17. x4 p(w) bagintisiin a = 0.7 sabit degerine karsilik § = 0.5,0.4,0.3
degerlerine gore kayip egrileri.

A e p (@)
1.00
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030t
020}
0.15
i d . : L — Logwr
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Sekil 4.18. x4 s (w) bagintisimin a = 0.7 sabit degerine karsilik § = 0.5,0.4,0.3
degerlerine gore reel egrileri

Bununla birlikte birlesik modelin &« = 0.7 sabit degerine karsilik £’ mn 0.5’ den
0.7'ye yukselen degerlerinde Sekil 4.19 kayip egrisinden gorilecegi Uzere yuksek
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frekans bolgesinde kayda deger bir degisiklik gozlenmezken algak frekans
bolgesinde artan 8 degerleriyle birlikte egim de artmakta ve baginti1 Cole-Davidson
tipi bir davrams gostermeye baslamaktadir. Burada £ degerinin  azalmasiyla
Havriliak-Negami bagintisina yaklasilirken g degerinin biyumesiyle Cole-Davidson
tipi bir davramsla karsilastigimnizi soylemek mimkindir. Bu calismada ortaya
koydugumuz B ‘nin stokastik Ising yaklasimi temeliyle dipol-dipol etkilesmelerinin
bir sonucu olarak ortaya ¢iktigi distnulirse Ozellikle yiksek frekans bolgesinde
dipol-dipol etkilesmelerinin kusur-dipol etkilesmelerine gore daha etkin oldugu ve bu
nedenle B ‘min artan ve azalan degerlerinin Cole-Davidson ve Havirliak-Negami
davraniglar arasindaki gegisi saglamasi beklenilen bir sonug olarak ortaya
cikmaktadir.

}_" I.:e::,l_",' {ﬂ}]
0.200}
0.150F

0.100 Xa, p@)
0.070 a=07
0.050+-

0.030- 8=0.

0020+
0.015;

0010 B =01

_ L
0.01 01 1 10 100 1000 104

0g wt

Sekil 4.19. x4 p(w) bagintisimin a = 0.7 sabit degerine karsilik f = 0.5,0.6,0.7
degerlerine gore kayip egrileri
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Sekil 4.20. x4 s (w) bagintisimin a = 0.7 sabit degerine karsilik f = 0.5,0.6,0.7
degerlerine gore reel egrileri

Buraya kadar olan kissmda, kusur-dipol ve dipol-dipol etkilesim zamanlarimn
iki strecte de aym oldugunu varsaydik ve grafikleri de bu dogrultuda yorumladik.
Simdi g = 7/t darak durulma zamanlarimn farkli olmast durumunda nasil bir
degisim oldugunu gormek istersek, (4.30) ile verilen kesirli kompleks dielektrik

fonksiyonunu

(iwqtp)P
1+(iwqtp)h

Xap(w) =1— exp(—iwtp)~*1/2 (4.31)

seklinde dizenleyebiliriz. Dipol-dipol etkilesmeleri durulma zamamni veren t. ve
kusur-dipol etkilesmeleri durulma zamam 7, arasindaki oranti hangi frekans
araliklarinda ne tur etkilesmelerin baskin olduguyla ilgili bir fikir edinmemizi
saglayabilir. Soyle ki, klasik kusur-difiizyon modelinin 6ngoérusi, bir kusurun dipolle
etkilesmesi sonucu meydana gelen durulmamin anlik oldugu seklindedir. Bu
baglamda modellerin 6ngoérist olarak T, durulma zaman: 7, durulma zamanindan
daha kiclk olmaktadir.
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Sekil 4.21. x4 s (w) bagintisinin farkli g degerleri icin Debye tipi kayip egrileri
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Sekil 4.22. y, s(w) bagintisinin farkl1 g degerleri icin Debye tipi reel egrileri

Sekil 4.21 incelendiginde kusur-dipol etkilesmeleri durulma zamamnin dipol-
dipol etkilesmeleri durulma zamamndan biyik oldugu durumda (tp, > 1) kayip
piklerinin yiksek frekans bolgesine dogru, kicuk oldugu (t, < t.) durumda ise
algcak frekans bolgesine dogru kaydigi gorulmektedir. Kayip egrilerinin yari
genisliginde ise herhangi bir degisiklik olmamaktadir. Benzer bir durum Sekil 4.23

incelendiginde de gorulmektedir. Cole-Cole tipi davramslar: gosteren grafikler icin
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Tp > 7. durumunda kayip egrisi pikleri yine yuksek frekans bolgesine dogru
kaymakta ve yar1 genislik degismemektedir.

0.020
0.010

0005 X, p(@) =1

a=05p6=04
0.002%

! ! ! ! Log MD
0.001 01 10 1000 10°

Sekil 4.23. x4 p(w) bagintisinin farkl g degerleri icin Cole-Cole tipi kayip egrileri

Grafiklerdeki bu kaymalar beklenilen bir durumdur. . durulma zamaninin 7,
durulma zamamindan buyik olmast kayip piklerinin, biyik durulma zamanlarin

karsilayan, algcak frekans bolgesine dogru kaymasina neden olacaktir.

I Im._..? [@l‘l
1
095}

0.9
0.85¢

0.8}

0.75¢

0.7} Xa,pW)
a=055=04

0.65¢

0.001 01 10 1000 10°

Log wrp

Sekil 4.24. x, s(w) bagintisinin farkli g degerleri iin Cole-Cole tipi reel egrileri

83



4. BULGULAR VE TARTISMA Muhammet Serdar CAVUS

Bununla birlikte, yukarida incelenen Debye ve Cole-Cole tipi davranslarin
aksine Cole-Davidson ve Havriliak-Negami tipi davramslarda durulma zamanlari
orant degistikce kesirli kompleks dielektrik fonksiyonunun verdigi tepkilerde farklt
bir bicimde degisiklik gostermektedir. Sekil (4.25) ile verilen Cole-Davidson tipi bir
davranis incelendiginde t.'nin t, durulma zamanina oranla biyimesi, beklenildigi
gibi kayip piklerini algak frekans bdlgesine kaydirmakta fakat bunun yaninda kayip
piklerinin yar1 genisliginin de artmasina sebep olmaktadir. Birlesik modelden de
acikca gorulmektedir ki kusur-dipol etkilesmelerinin durulma zamaninin, modelin
Ongordugl gibi, daha disik olmasi durumunda dielektrik durulma verileriyle daha
uyumlu hale gelen egrilere yaklasilmaktadir.

XQ,IB((U)
@ =086 =068

| | | | | Log wT D
01 1 10 100 1000 104

Sekil 4.25. y, s(w) bagintisinin farkli g degerleri iin Cole-Davidson tipi kayip
egrileri
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Sekil 4.26. x, s (w) bagintisinin farkli g degerleri icin Cole-Davidson reel egrileri

Benzer bir durum Sekil 4.27 ile verilen Havriliak-Negami tipi egriler icin de
gecerlidir. Oradaki tek fark, blylyen g degerleriyle birlikte kayip egrilerinin, algak
frekans bolgesinde egimlerinin degismemesine karsin yiksek frekans bdlgesinde
giderek artmasichr. DUsuk frekans bolgesinde gerek sistemin i¢ enerjisindeki
degisimin kiglk boyutlarda olmasi gerekse dis alana verilen tepkilerde bir zorlugun
olmamasi nedeniyle kayip egrilerinin hemen hemen ayni egimlere sahip olmasin
bekleriz, fakat yiksek frekans bolgesinde bu bahsettigimiz kosullar ve durumlar daha
karisik, dizensiz bir hal amakta ve farkli dipolar mekanizmalarin verdikleri
tepkilerin birbirinden farklilik gostermeleri kayip egrilerinde de egim farkliliklarinin

olusmasina neden olmaktadir.
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Sekil 4.27. x4 p(w) bagintisinin farkli g degerleri icin Havriliak-Negami tipi kayip
egrileri
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Sekil 4.28. x, s (w) bagintisinin farkl g degerleri icin Havriliak-Negami tipi reel

egrileri
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Fiziksel mekanizmalar1 agiklamaya dayali model calismalarinda iki 6nemli
tehlikenin oldugu sOylenebilir: ilk olarak, bir modelde ongortlen varsayimlarin
dogada bulunduguna dair bir givence yoktur. Bir model, birbirinden ¢ok farkli
fiziksel streglere, bu siregler aym mekanizmaya sahipmis gibi uygulanabilmektedir.
Ikinci tehlike, bir modeli formiile ederken, matematiksel kolaylik ve zorlamalardan
dolay1 yapilmak zorunda olunan yaklasimlardir. Yaklasimlar sirasinda yapilan
ihmallerin, dogamin fiziksel yapisim agiklamada ¢cok 6nemli ayrintilar olmadig: iddia
edilemez. Her ne kadar bir modelin ortaya konmasi sirasinda ¢ok 6nemli zorluklar
olsa da modelin kabul edilebilirligi, o modelin ilgili fiziksel gbzlemleri karsilayip
karsilayamadigi ve fiziksel olayr agiklamada ne kadar mantikli olduguyla
belirlenebilir (Bozdemir, 1978).

Kesim 4.1 ve 4.2 *de bir sistem icerisindeki bircok yapinin birbirleriyle olan
etkilesimlerini hesaba katarak gelistirilen birlesik model calismasinda, Glarum’in
Kusur difizyon modeli ve Glauber'in stokastik 1sing modeli kesirli hesap teknigi
kullanilarak ayr1 ayr1 yeniden ele alindi. Ulasilan sonuclar ortaya koymaktadir Ki
kesirli hesap teknigi non-Debye durulma mekanizmalarinin ¢gdziimlenmesine yonelik
diferansiyel denklemlerin ¢ozimlerinde klasik yaklasima gére ¢ok daha genel ve
basaril1 sonuclar vermektedir. Daha 6nce Kesim 2'de genel 6zelliklerini verdigimiz,
dielektrik durulma mekanizmalarim agiklamaya yonelik, Hiyerarsik kisitlanmis
dinamik durulma modeli, Forster direkt-transfer modeli, Fraktal durulma modeli vs.
gibi modellerin daha cok KWW ve azinlikla Cole-Cole ve Cole-Davidson tipi
davraniglar1 vermelerine karsin kesirli birlesik model KWW, Debye, Cole-Cole
bagintilarint dogrudan vermesinin yamninda Cole-Davidson ve Havriliak-Negami
fonksiyonlarimin davramslarini da sergilemektedir.

Dielektrik durulma mekanizmasini agiklamaya yonelik kusur diftizyon ve Ising
temelli klasik yaklasimlarin ayri1 ayr1 elde ettigi basarilarin tek baslarina belirli bir
noktaya kadar yeterli olabildikleri gorilmektedir. Bu modellere yapilan kesirli
yaklagimlarla, dielektrik durulma verilerini temsil edebilen daha genel fonksiyonlar
elde edilmistir. Ayrica bu ¢alismada Debye tipi olmayan davramglarin Mittag-Leffler
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fonksiyonlariyla da tarmlanabildigi ve bu fonksiyonlarin durulma slreclerini
tammlamada 6nemli bir rol oynadig1 da ortaya konmustur.

Bununla birlikte klasik yaklasimlara ayri ayr1 yapilan kesirli hesap teknigi
genellestirmesi de durulma siireglerini betimlerken belirli bir noktaya kadar basarili
olabilmistir. Oysaki birden fazla durulma mekanizmasinin aym anda isleyebilecegi
Ongorusiine dayanan birlesik modelin oldukga bulyuk bir spektrumda deneysel
verileri Kkarsilayabildigi gorulmistir. Bu bakimdan, kesirli hesap ile birlikte,
modelin, sistem igindeki etkilesmeleri oldukga uygun bir bigcimde tammladigi
soylenehilir.

Kusur-dipol ve dipol-dipol etkilesimli durulma zamanlarinin esit kabul edildigi
durum icin birlesik modelden elde edilen kesirli kompleks dielektrik fonksiyonunun
kayip egrileri Debye, Cole-Cole, Cole-Davidson ve Havriliak-Negami davranislarini
net bir sekilde sergilemektedir. Benzer sekilde durulma zamanlarimin farkh
olabilecegi durum icin kayip egrileri, ampirik fonksiyonlari net bir sekilde
karsilamakla birlikte Debye ve Cole-Cole davranisim sergileyen kayip egrilerinin
yart genisliginde herhangi bir degisiklik ortaya ¢ikmams fakat Cole-Davidson ve
Havriliak-Negami tipi kayip egrilerinde algak frekans bolgesine gidildikge yari
genisliklerin arttig1 gozlenmistir. Bu durum, g degerinin 1 ‘den biiyik olmasi, dogal
olarak T, durulma zamamnin 7, durulma zamanina oranla goreceli olarak buyiumesi
nedeniyle frekans uzayinda, doruk noktalarinin (piklerin) alcak frekans bolgesine
dogru kaymasina ve bu nedenle kusur-difiizyon etkilesimleri ve dipol-dipol
etkilesimleri durulma zamanlarinin birbirlerine oranla biiytimesi sonucunda frekans
uzayinda kayip egrilerinin yar1 genisliklerinin de artmasina neden olmustur.

Dielektrik durulma sireclerine ait deneysel veriler incelendiginde yalmzca
malzemenin yapisina bakarak onun ne tir durulma bicimi gosterecegine dair bir
gruplandirma yapmak cok zordur. Dielektrik malzemeyi meydana getiren bttin
bilesenler ayri cat1 altinda cok farkl: davramslar sergileyebilirler. Ozellikle dis alanla
birlikte sistemin uyarilmas: ve i¢ enerjisindeki degisim, stireci agiklamaya yonelik
model calismalar1 icin biytk bir zorluk olusturmaktadir, ¢lnki sistem strekli bir
degisim halindedir ve degisimin her basamaginda sistemi olusturan her pargacigin
sistemin diger Ogeleriyle olan etkilesimi de degisecektir. Bu noktadaki temel
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yaklasimlardan biri  durulma sirecinde en baskin olan mekanizmalari
tammlayabilmek ve bu mekanizmalarin birlikte olusturduklar: tepkisel davransi
formilize edip yorumlayabilmektir. Bu tir bir yaklasim, her ne kadar bitin
etkilesme sireglerini hesaba katmasa da, bitin etkilesmelerin ele alindiginda
karsilasilabilecek matematiksel zorluklar da duistinuldigiinde, uygun bir yontem
olarak karsimiza cikmaktadir, ki bu calismadaki ana duslince ve yaklasim da bu
yondedir.

Ele alinan dielektrik durulma surecinde, dipollerin kesirli bir olasilik dagilim:
gosterebilecegi Ongorisine dayali olarak durulma mekanizmasimn matematiksel
temsilinin de kesirli diferansiyel denklemlerle ifade edilmesi gerektigi distincesi bu
tez calismasinin temelini olusturmakla birlikte kesirli hesap tekniginin ortaya
koydugu a ve B kesirli parametrelerinin fiziksel anlamlarim yorumlamak kolay
degildir, ki bu hesap tekniginin net bir fiziksel yorumu da halen tam olarak
yapilamamistir. Bizim bu noktadaki Ongorumiiz, fiziksel siregleri agiklamak
amaciyla yazilan diferansiyel denklemlerin temelde tek bir pargacik igin yazilip
sonra bunu tim sistemin davramsit olarak genellestirilmesi sirasinda her bir
parcacigin  farkli davramglar sergiledigi  gergeginin  denklemleri  yaratmadaki
zorlugundan dolay1 g6z ard: edilmesinden kaynaklandig: seklindedir. Farkli durulma
zamani dagilim fonksiyonlar: kullanilarak bu zorluk asilmaya calisilmistir fakat bu
yaklasim fiziksel bulunmadigi icin ¢ok elestirilmistir (Jonsher, 1983). Bununla
birlikte, bir fiziksel stiregte bir pargacigin diger bir parcacikla olan etkilesme hizi ve
zamaninin, sistem igerisindeki kusurlar, etkilesimler, enerji kayiplari vb. nedenlerden
dolay: strekli degisim halinde olmasi bu degisimin ifadesinin en iyi bir bicimde
kesirli diferansiyel denklemlerle verilebilecegi fikrini dogurmaktadir. Sistemin
degisim zimin azalan bir sekilde oldugu 6ngorist, neden kesirli hesap teknigi
kullanilarak ulasilan fiziksel sonuclarda kesirli a ya da g parametrelerinin sistemi
tanmmlayan klasik ifadenin Gstlerinden daha kiglik olduguyla uyumludur. Bu
calismada a ve  parametrelerinin buyuklugl temsil ettikleri mekanizmalarin siirece
olan etkilerinin buyuklUkleriyle orantili olarak ele alinmistir. Bu sekildeki bir
dustince her ne kadar kesirli dereceden diferansiyellere net bir fiziksel anlam
kazandirmasa da, bu parametrelerin fiziksel sireglerde neyi, nasil temsil ettikleri
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noktasindaki yorumlara olanak saglamaktadir, ki boyle bir bakis agisi ¢calismanin
“Bulgular ve Tartisma’ kisminda agirlikli olarak kullamlmustir. Bununla birlikte
birlesik modelin ortaya koydugu esnek a ve 8 parametrelerinin, ele alinan fiziksel
siirecin dogasina hangi mekanizmalarin daha fazla etki ettigine dair yorumlara izin
verdigini goriyoruz. Kesirli hesap her ne kadar fiziksel sireglere ait diferansiyel
denklemlerin Ustlerinin kesirli dereceden olmasinin fiziksel verileri agiklamada gok
daha basarili oldugunu ortaya koysa da a ve B parametrelerinin, ortamin
degiskenleriyle (sicaklik, enerji, vs) olan iliskisini agiklamada simdilik fazla bir
basar1 sagladig1 soylenemez.

Kesirli dagilim ve yaklasimlarin ortaya koydugu bir baska nokta, ¢zellikle
elektronik ve atomik dizeylerdeki harekete eslik eden zaman uzayinin dizensiz bir
akisa sahip olabilecegi ve bu dizensiz zaman akisimin parcaciklarin olasilik
dagilimlarint kesirli yapabilecegi yonundedir. Diger yandan, uzayin zamana bagl
esnek yapisindan kaynakli yerel enerji dagilimlarindaki diizensizlik ya da enerjinin
kuantumlanmasinin, o uzayda zamanin diizensiz akmasinin ya da zamanin kuantize
olmasinin bir sonucu olarak fiziksel bir gergeklik kazandigir ongoralebilir. Diger bir
ifadeyle, yUkli pargaciklarin enerjilerindeki kuantumlanma, o uzayda zamanin
kuantumlanmasinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmakta ve zamandaki dizensizlik,
uzayda yerel gerilme ve sikismalara neden olmaktadr.

Kesirli hesap teknigi Uzerinde ginimizde “kinetik diferansiyel operattr”
olarak da adlandirilan ve D*® seklinde bir gosterime sahip degisken Ustelli bir
operator ile fiziksel sireglere agiklama getirilmeye calisiimaktadir (Ingman ve
Suzdalnitsky, 2004). Buradat, ele alinan fiziksel mekanizmaya ait degiskeni temsil
etmektedir. Kinetik diferansiyel operatorler, uzay-zamamn esnek oldugu
Ongorimize uygun bir yapiya sahiptir. Bununla birlikte a(t) ‘nin yapisi literattrde
lineer olarak alinmaktadir, oysa bizim 6ngbrimiiz a(t) ‘nin Ustel olarak degisen bir
yapisinin olmasi gerektigi yonindedir. Bu 6ngori fiziksel deneylerin ¢zellikle Ustel
azalmalar1 destekledigi sonucunun yan sira parcacik etkilesmelerinin de tstel bir hiz
ya da zaman degisimine sahip olmasi gerektigi dusiincesine dayanmaktadir. Bu
noktada, bu tirde Onerilen bir diferansiyel operatérin matematiksel islemler
sirasinda ne kadar rahat kullanilabilecegi ve 6zellikle zaman-frekans uzay: arasindaki
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donisumleri rahatlikla karsilayip karsilayamayacagi problemiyle karsilasilir. Bu
zorluklarin zaman icinde asilmasiyla birlikte kompleks yapili fiziksel streglerin
dogasi cok dahaiyi bir sekilde anlasilacaktir.
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EKLER

Ek 1.

(4.24) kesirli diferansiyel denklemi lim,_,,¢(t) = 1 baslangi¢ kosulu altinda
oDEB(t) = —Ap(t) +&(t) ,0<p <1 (D

biciminde verilmistir. ifadenin, (3.31) ile verilen kesirli tirevlerin Laplace dontisimi

yapilacak olursa
sPd(s) — Xrzish=k=1 dk(0) = —Ad(s) + E(s) (2

bagintisi yardimiyla, k = 0 igin

_ sP14E(s)
O(s) = Pl (3

ifadesi elde edilir. Burada sf~1 + £(s) = f(s)s** seklinde bir donisiim yapilirsa

SB_M

D(s) = f(s) F (4)

ifadesine ulasilir. Burada F(t) = £L7Y{f(s)} ve g(t) = L7HG(s)} =L {j;i}

oldugu kabul edilirse ve

B-u
L1 {EBH} = tF-1Ep ,(—AtF) (5)

sonucu da kullanilarak
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sa=B

$(0) = L) 55} = [ Fe = g(@) a¢
= Jy F(t = )P~ Eg ,(~2¢F) dg (6)

convolution teoremini yazabiliriz. Boylece F(t — ¢) = 25(t — ¢)¢*# doniisimi ile,
burada § Dirac-deltaislemcisidir, (6) bagintisi

o(t) = [, 26(t — $)Ep . (—2¢F) d¢ (7)

halini alir. Buradan, (4.26) ile verilen kesirli korelasyon fonksiyonu

¢(t) = Ep ,(—2tF) )
elde edilir.

Elde edilen kesirli korelasyon fonksiyonu (8) ifadesi (1) denkleminde yerine
yazilirsa

oDF Eg {~2tF} = 2B {—2tF} + (D) (9)

ve ifade Mittag-Leffler fonksiyonlarinin agik bigimleri yerlerine yazilarak yeniden

dizenlenirse

_ath)k _aeB)*
oDF S0 {E(Q;L)} AT, {%} = £(t) (10)

elde edilir. Burada kesirli turevler igin

r(v+1)

Per _ 4y — _Wr2)
oDy (t—a) [(-p+v+1)

(t—a)V? ,0sm<p<m+1 v>0 (11

bagintisindan (Podlubyn, 1999) faydalanarak
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_atB)* _ath)¥
%2 {ﬁg,;ﬁo tFI (Bl + u)} AT, {;g;;} = £(0) (12)
&é(t) fonksiyonu icin
e [ (=2eB)* [eBrgr+1)
§(t) = Xk=o {I‘(,Bk+,u) [I‘(,Bk+1—[3) + A]} (13)

(4.25) bagintisina ulasiriz.
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Ek 2:

Birlesik model icin elde edilen

)0{—1/2

x() =1-iw [ exp(—iwt)e ) g, (—2tF} dt (14)

(4.34) bagintisinda e ~/*)* ™ exponansiyel ifadesinin

_ a-1/2 _ oo |-(t/Tp)* 12 "
e (t/tp) — n=0[ F(I;H-l) ] (15)

seri agilimi ve Mittag-Leffler fonksiyonlarinin

[-Ath
E.B H{ —At } Zk 01"([3k+1l.) (16)

ile verilen agik ifadeleri (14) denkleminde yerine yazilirlarsa

x(w) =
i Z:;,:,:0{[—(1/11))"“1’2] [Zk »

r(n+1)

I‘(,Bk+,u)f exp(—iwt)te "/ 2¢Bk dt]} (17)

ve buradaan — n/2 = u — 1 dontsimi yapilirsa

—_ 1 _ oo [_(UTD)[X_l/Z]n w _(=DF e e (—iwt) pu—1+Pk
x(w)=1 Lwano{ e D) [Zk:or‘(ﬁk+u)f t dt] (18)

elde edilir. Burada

[T eCien =14k gr = (jw) #FT (i + Bk) (19)
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integral sonucu (18) denkleminde yerine yazilirsa

O { o €42 Wil S oy LSS
(@) = 1= 0 oo | B0 g (@) PTG+ BK) |

[—(1/‘[1))“_1/2]n

=1-iwdn, T(n+1)

[0 (-2* (i) 4]}

[—(1/‘[1))“_1/2]n
r'(n+1)

[Zfio(—/l)k (iw)_(“n‘gﬂ)—ﬁk]}

. o . k) wo  |-7tp) V2" (an-m
= ]__lw{zkzo[_/l(lw)ﬁ] } nzo%(lw) (an—3+1)

=1- {Z;(;O[_A(iw)ﬁ]k} ;'1020 [-(1/iwTp)*~1/2] (20)

r(n+1)

elde edilir. Boylece 1 = t-# igin
2(@) = 1 - {55, [~ Gwrc)?] ) exp(—iwry)—+172 (21)

ifadesi diizenlenerek

(iwtc)P
1+ (iwtc)P

x(w)=1- exp(—iwty) @2 (22)

bagintisina ulasilir.
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Ek 3:

(4.24) denklemi, Mittag-Lefler fonksiyonun agik ifadesi seklinde (1.46)

denkleminde yerine yazilirsa

¥

c(w) =1- iwgp™E, (- (t/t )°) ot

=1- IWOE‘ 'W‘é ﬁ—H/t) dt

- G(bk +1)

¥ , 34 1 ktbk
=1- iwcy Ma—( )
0 G(bk +1)t ©

=1-i 2 L¥ iy bk o 23
|wa ~o G(bk + 1)t bk Oa (23)

elde edilir. (23) denklemindeki integral ifadesini ¢ozmek icin; iwt =y ve bk =X

doénusumleri yapilirsa
& (D .,y dy

cw)=1-1w kaoG(bk+1)t bkoe (iw)* iw

(- D" 1
Zo G(bk + 1)t °* (iw)*** 5

oe y*dy (24)

mo«

bulunur. Gama fonksiyonunun 6zelliginden faydal anilarak

g (D e 0
c(w)=1- IWkaoG(bk+1)t S bk+1G(bk+1)g

$ (-1
=1-
& wt )
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ve boylece

c(w) = m (25)

olarak elde ederiz.
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